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“Un fisico es la manera

que tienen los atomos de
conocerse a si mismos”
Desconocido

“..para el fisico Dios es simplemente
un nombre dado a lo desconocido final

v, por lo tanto, seria un
reconocimiento de su derrota.”
J. H. Brennan. Time Travel

“..las propiedades que atribuimos a la realidad
no son otras que aquellas que puede

captar el observador con sus sentidos y con
sus ecuaciones fisicomatematicas.”
F. Blanck y M. Cereijido. La vida, el tiempo y la muerte

“Millones estan capacitados para el
trabajo fisico; pero sélo uno en un millén

esta suficientemente capacitado
para realizar un efectivo desempeno intelectual...”
H. D. Thoreau. Walden

“no pueden elaborarse concepciones familiares sobre el
electrén, y en su mejor descripcion podemos

decir que es algo desconocido que hace
no sabemos qué.”
Arthur Eddington. The nature of the physical world

“Cada fisico cree saber lo que es un foton.
Me he pasado la vida intentando descubrir
qué es un foton, y ain no lo sé.”

A. Einstein
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Sindpsis

En este trabajo se muestra que en la mecanica cuantica relativista las funciones de estado,
biespinores construidos con espinores que se distinguen entre si por un factor de fase, implican
fenémenos fisicos diferentes, de manera que a direrencia de la teoria no relativista, la fase co-
bra importancia. También se estudian las consecuencias de la eleccién de una base (conjunto de
funciones de onda linealmente independientes que generan el espacio espinorial), que no es la con-
struida con eigenfunciones de la componente z del operador de espin, sino con eigenfunciones del
operador helicidad (por lo que se llama base de helicidad). Son consideradas las representanciones
(1/2,0) ¢ (0,1/2) y (1,0) @ (0,1). Las funciones de estado correspondientes resultan tener com-
portamientos diferentes de los encontrados con la base usual bajo las operaciones de paridad y
conjugacién de carga.



Parte 1

Introduccion

Hace ya varios siglos que el hombre empezé a especular que las cosas que nos rodean estan compues-
tas en ultima instancia por pequenos pedazos de materia, es decir de particulas. Aun asi todavia
podria ser que existieran varios tipos de estas: particulas de agua, otras de madera, otras de piedra,
de estrellas, de materia viva... A través de una historia de avance cientifico se fue gestando la idea
de que el numero de particulas a partir de las que se puede formar la materia se podia reducir
al nimero de elementos quimicos los cuales parecian ser las partes constituyentes fundamentales
(esto no inclufa la descripcién de la luz). Posteriormente se encontré que ellos tampoco merecian
este calificativo. No obstante, se creia que cualquier cuerpo en el universo, incluidas las particulas
elementales, debian obedecer la ley del movimiento enmarcada dentro de la teoria fisica conocida
como Mecénica Clasica (MCl) y que fue establecida por Newton

zi: Fi=— p=m— (dt T (t)> (1.1)

-
(donde r(t) es el vector de posicién de la particula y p= mi 7 es su fmpetu). En vista de
la carencia de teorias que describieran su estructura, las particulas se reducian a simples puntos
materiales caracterizados por su posicién en el espacio, que podian tener cualquier masa y que
respondian a la interacciéon electromagnética o gravitatoria.

De acuerdo con la forma de la ecuacién (1.1) se puede asociar a una particula libre (F' = 0), un

numero llamado su “energia”, E (ver [5]) definido como

1 d — 2 p2
E = 5™ (dt r) =5 (1.2)

Por otra parte la luz llegd a ser concebida como un fenémeno ondulatorio de campos elec-
tromagnéticos, los cuales son descritos por las llamadas ecuaciones de Maxwell (ver parte 5.1)

El paso del tiempo y la realizacion de experimentos de la més diversa indole, nos revelaron
leyes naturales que a los ojos de nuestra intuicién implicaban hechos extraordinarios, y que sin
embargo hay que tomar en cuenta si queremos describir correctamente el universo. Una de estas
leyes es la constancia de la velocidad de la luz para diferentes sistemas inerciales de referencia.
En otra direccién, se encontré también que al tratar con sistemas fisicos muy pequenos (del orden
de 1071%n), empezaban a tener lugar fenémenos asi llamados cudnticos, que son consecuencia del
comportamiento dual onda-particula de la materia, que es la otra ley planteada por la naturaleza.



Para describir a cada una de las anteriores se desarrollaron dos modelos matematicos diferentes:
la Teoria Especial de la Relatividad (TER) y la Mecédnica Cudntica (MC) respectivamente.
De la TER se desprende que la energia asociada a las particulas tiene la nueva forma

c2p? + m2ct (1.3)

mientras que en MC tenemos que aceptar el hecho de que ya no tratamos con cantidades tangibles
en nuestro mundo fisico, sino que lo méas que podemos hacer para referirnos a una particula es aludir
a un objeto abstracto llamado funcién de estado, el cual, segin la interpretacién mas aceptada
por los cientificos, su “cuadrado” (jno la funcién mismal!) nos da la densidad de probabilidad
de encontrar a la particula en cierto estado(jno el estado en si!). Esta funcién de estado puede
pensarse como un vector llamado “ket” de un espacio matemédtico abstracto (espacio de Hilbert)
y lo denotamos como |¢)). Resulta que la ecuacién de “movimiento” que obedece una funcién de
onda es la llamada ecuacién de Schrodinger

donde H/\ es un operador de energia llamado Hamiltoniano.

Asi las cosas, para dar una descripcién méas completa de la naturaleza necesitamos que nuestro
modelo fusione los conceptos que surgen de la existencia de una velocidad finita de progapacién
con los del comportamiento ondulatorio-corpuscular de la materia. Tal es la forma como surge la
Mecénica Cudntica Relativista (MCR), teorfa fisica con la que se relaciona el presente trabajo. En
el marco de esta teoria emerge una propiedad que deben poseer las particulas llamada espin, la cual
el util pensar como una especie de momento angular respecto a un “eje de rotacién” de la particula.
Las particulas que constituyen la luz (fotones) tienen espin 1, mientras que las particulas materiales
tienen espin fraccionario y se conocen como fermiones. En particular los protones, neutrones y
electrones de los que se forman los dtomos que constituyen la materia, tienen espin 1/2. La
ecuacién que describe a estos tltimos es la mas importante en la MCR, la ecuacién de Dirac.
La funcién de estado involucrada en ella se llama biespinor, que se obtiene bajo una operacién
matemadtica conocida como suma directa entre un espinor derecho y uno izquierdo. Para espin 1/2
estos espinores tienen dos componentes cada uno y son las funciones de estado para fermiones en
el limite no relativistal. En este trabajo investigamos qué efecto tiene la distincién entre el espinor
derecho e izquierdo en un factor de fase, en la construccién del biespinor. Ademds estudiamos el
comportamiento de las funciones de estado en la base de helicidad bajo las operaciones de simetria
discreta.

Ahora bien, resulta superfluo decir que las teorias fisicas deben estar enfocadas a dar cuenta
de los hechos experimentales, y en la actualidad encontramos varias cuestiones, en particular
concernientes al area de la fisica de particulas, que no tienen respuestas satisfactorias o incluso
carecen de ellas. Al respecto podemos mencionar como ejemplo al neutrino. Una enumeracion de
algunos problemas en la fisica de particulas se encuentra en [10]. Entre ellos estdn los siguientes:

e el misterio del neutrino solar,

e ¢l problema del cuadrado negativo de la masa,

1En la representacién espinorial de las matrices gamma, el biespinor tiene por componentes los espinores que son
eigen-estados del operador S.



e la anomalia del neutrino atmosférico,

e especulaciones sobre la posibilidad del doble decaimiento 8 sin neutrinos,
e ¢l problema de la materia oscura,

e ¢l problema de las rafagas de rayos -,

e posibles eventos donde tenga lugar la oscilacién entre sabores del neutrino,
e la crisis del espin en Cromodindmica Cudantica.

La existencia de estos problemas, que no son resueltos satisfactoriamente dentro del marco
del Modelo Estandar, justifica la investigacién en nuevas direcciones. Asi pues, para cubrir las
cuestiones anteriores se hace necesario extender las teorias actuales. Las ideas mostradas en esta
tesis podrian ser algunas posibilidades.

Cabe mencionar que a la luz de esta situacién de incompletez, no podemos pretender que el
Modelo Estandar actual sea definitivo y los posibles complementos o correcciones en los principios
bésicos debera ser tomado en cuenta en las Teorias de Gran Unificacién (GUT,s) y consecuente-
mente en los intentos de dar cuenta tanto de los fendmenos cudnticos como de los gravitatorios en
una misma teoria, objetivo principal de la fisica teérica.



Parte 2

Funciones de Onda Relativistas
para una Particula

Esta primera parte se consagra a la introduccién de la notacién y las nociones basicas de la Mecanica
Cuéntica Relativista, que se utiliza para describir particulas elementales. La exposicién se presenta
de acuerdo con la referencia [1].

2.1 Notacion Relativista

Como es sabido, en el espacio 3-dimensional ordinario, un conjunto ordenado de tres ntumeros
(z,y, 2z) se llama 3-vector si conserva invariante su longitud bajo rotaciones. La longitud, que se
determina a través del cuadrado del vector, asi como cualquier cantidad que satisfaga la propiedad
mencionada define un escalar bajo la transformacion especificada. En particular cuando nuestros
numeros son las coordenadas de un punto respecto de un sistema de referencia, el vector nos sirve
(entre otras posibilidades)® para localizar una particula y se llama vector de posicién. La distancia
entre dos puntos cualesquiera resulta ser un escalar, pero resulta mas 1til trabajar con distancias
infinitesimales: dr? = dx? + dy® + dz?. Esta forma cuadrética es una suma de cuadrados y es posi-
tiva. Podemos generalizar esta idea al espacio-tiempo cuatridimensional (espacio de Minkowski) y
definir dos eventos infinitamente cercanos (x,y, z,t) y (x +dx,y + dy, z + dz,t + dt) cuya distancia
se llama “intervalo”, denotado ds. Con el fin de que ds sea el mismo para todos los observadores
inerciales (es decir, que sea un escalar respecto de transformaciones de Lorentz y rotaciones), debe
ser dado por

ds* = Adt* — (da® + dy* + d2?) (2.1)

Notese la presencia del signo menos; la féormula no esta definida como una suma de cuadrados
ordinaria. Por esta razén se dice que la ecuacién (2.1) define un espacio “pseudoeuclidiano”.
Con esta definicién, los eventos que estan separados por un intervalo del género temporal tienen
ds? > 0; aquellos separados por un intervalo del género espacial ds? < 0; y aquellos separados por
un intervalo nulo o luminico ds = 0. Tenemos sin embargo la peculiaridad de que esta distancia
invariante ya no es una suma de cuadrados ordinaria. Para que siga siendo dada por el cuadrado
de vectores definimos dos tipos de 4-vectores

1Por ejemplo en electrodindmica se utiliza como punto de observacién o “punto campo”.



ot = (20,21, 22, 23) = (ct,x,y, 2)

z, = (zo, 21, 22, x3) = (ct, —x, —y, —%) (2.2)
vy hacemos la regla de que el invariante se obtiene sumando sobre un superindice y un subindice:

3
ds® = Z drtdz,, = dt? — da® — dy* — dz*. (2.3)
n=0

Un 4-vector como z*, con un superindice, es llamado vector contravariante y uno como z,, con
un subindice, es llamado vector covariante. El producto interno de un vector covariante y uno
contravariante es un invariante (escalar del espacio de Minkowski). Para simplificar la notacién
adoptamos el convenio de sumacién; un indice que aparezca una vez como superindice y otra como
subindice se suma automaticamente de 0 a 3:

3
WYy —
E ViV, = VEY, (2.4)
pn=0
La relacién entre z* y x, (o entre cualquier vector contravariante y su contraparte covariante)
puede darse introduciendo un tensor métrico g, :

Ty = gp,uxy = gp,Oajo + gmﬂﬂl + 9u29€2 + gﬂ3m3 (25)

donde se ha usado el convenio de sumacién. Por inspeccién de (2.2), tenemos zg = 2°, 1 = —a?

etc., asi que de (2.5) es claro que g,,, puede ser escrita como una matriz diagonal

1 0 0 0
0 -1 0 0

=10 0 -1 o0 (26)
0 0 0 -1

donde las filas y las columnas corresponden a las componentes 0, 1, 2 y 3. Como tiene determinante
no nulo, su inversa existe, y se escribe

1 0 0 0
0 -1 0 0
B
9= o o -1 o (2.7)
0 0 0 -1

de hecho, tiene los mismos valores que g,,,, en el espacio de Minkowski (en coordenadas cartesianas),
pero esta igualdad no se mantiene en general. Es claro que g, contiene toda la informacién sobre
la geometria del espacio -en este caso, el espacio-tiempo de Minkowski. En relatividad especial, sin
embargo, el tensor métrico sélo juega un papel pasivo, y de hecho se introduce por conveniencia.
Pero en relatividad general, juega un papel activo ya que la geometria del espacio no es fija, sino
que depende de la materia que contiene. Las ecuaciones del campo de Einstein, por ejemplo, son
ecuaciones diferenciales para g, que en este caso depende de las coordenadas (ver [6]). Es comun
en fisica de particulas trabajar en unidades donde ¢ = 1, asi (2.3) se convierte en

ds? = datdzx,, = dt* — (dz? + dy? + d2* 2.8
o



Resulta que la ecuacién (1.3) se deriva de un invariante:

2 E2 2 2
p:p“puzcj—p-p:mc (2.9)

que se forma con el 4-vector de energia-momento
E E
v (=, , =(=,- . 2.10
ro(2e). ne(2e) o
En el sistema de unidades mencionado (2.9) es
p? = E? —p? =m?; (2.11)
esto nos sugiere definir los siguientes operadores diferenciales (ver (2.15))

du= = 000,00 = (18,8, 2 8) = (1Y)

. . (2.12)
o= 0, = (1. 4.)
que dan el operador diferencial de segundo orden invariante de Lorentz
1 02 0? 0? 0? 1 02
My = —— | 4 )= 2 2.13
o e2 ot2 (3:172 * oy? + 8,22) c? Ot? ( )
llamado operador d’Alambertiano.
Usaremos también la notacién p - x para p,x*:
p-x=pat=Et—p-r, (2.14)

expresion que se encuentra frecuentemente en MC y que por ser un producto de 4-vectores jes un
invariante!

2.2 FEcuacion de Klein-Gordon

Estamos ahora en condiciones de escribir una funciéon de onda para una particula sin espin -una
particula escalar. Como no tiene espin es de una sola componente, que denotamos con ¢. La
funcién de onda se obtiene de la ecuacién (2.9) sustituyendo los operadores diferenciales para E 'y
p, de la manera acostumbrada en teoria cudntica:

E— ih%, p — —ihV. (2.15)

Entonces la ecuacién (2.9) da

1 9?2 m2c?
(a0~ v") o+ o=

que en unidades i = ¢ = 1 y usando (2.13), se convierte en

(0"0, +m*) ¢ = 0. (2.16)



Esta es conocida como la ecuacién de Klein-Gordon. Nétese que sustituyendo (2.15) en la ecuacién
(1.2), da la ecuacién de Schrodinger de la MC para una particula libre

9¢
ot

Se sigue pues que la ecuacién de Schrodinger es la aproximacion no relativista de la ecuacién de
Klein-Gordon. La densidad de probabilidad para la ecuacién de Schrodinger es

—v% = ih— (2.17)

p=6"9, (2.18)

y la corriente de probabilidad es

J= o (§°V6 — 9V6°); (219)

que obedecen una ecuacién de continuidad
dp

* ih * 72 2*_*%_& 8¢* 72 _
S+ V= 60) - 30V o0 =6 (G - 5o ) o (G + g ) =0,

donde se ha usado la ecuacion de Schrodinger y su complejo conjugado. ;Cuédles son las expre-
siones correspondientes para la ecuacién de Klein-Gordon? Para que sea relativista la densidad de
probabilidad, no deberd, como en (2.18), transformarse como un escalar, sino como la componente
temporal de un 4-vector, cuya componente espacial es j , dada por (2.19). Asi que p estd dada por

dp  0¢*
(¢ a0 ? ) (2.20)
y con
o
3 = (pd) = =67(00, V) = =" 9" 6, (2:21)
donde
Adh B = % [A(9" B) — (8" A)B], (definicién) (2.22)

y hemos usado (2.12), tenemos la ecuacién de continuidad

)
Oui" = 5 (86— 667) = 0, (2:23)

yva que ¢* también obedece la ecuacion de Klein-Gordon. Luego p y j son la densidad de prob-
abilidad y corriente que queremos. Pero esto presenta inmediatamente un problema, porque p,
dada por la ecuacién (2.20), a diferencia de la expresién (2.18) para la ecuacién de Schrodinger, no
siempre es positiva. Como la ecuacién de Klein-Gordon es de segundo orden, ¢ y 0¢/dt pueden fi-
jarse arbitrariamente a un tiempo dado, asi que puede tomar valores negativos, y su interpretacién
como una densidad de probabilidad tiene que ser abandonada. La interpretaciéon de la ecuacién
de Klein-Gordon como una ecuaciéon de una particula, con funcién de onda ¢, por lo tanto tiene
que abandonarse también. Se reinterpreta entonces como una ecuacidn de campo que, bajo cuanti-
zacién, tiene una interpretacién exitosa para describir particulas. Vale la pena remarcar aqui que
¢ se ha asumido compleja. Si se toma ¢ real, entonces p, asi como j en (2.20) se anula. Resulta que



la interpretacién correcta de ¢ compleja es que describe particulas cargadas. ¢ real corresponde
a particulas eléctricamente neutras, y entonces p y j son las densidades de carga y corriente, en
lugar de las densidades de probabilidad y de corriente de probabilidad. Hay otro problema con la
ecuacion de Klein-Gordon, y es que la solucién de la ecuacién 2.9, considerada como un ecuacién
para E, es

E = +(m*c* + p2c?)/2, (2.24)

asi que las soluciones a la ecuacion de Klein-Gordon contienen tanto términos con energia negativa
como positiva. Para una particula libre, cuya energia es por tanto constante, esta dificultad puede
evitarse, diciendo que la particula tiene energia positiva, e ignorar los estados de energia negativa.
Pero una particula interactuante puede intercambiar energia con su entorno, y entonces no habria
nada que detuviera su caida a estados de energia infinitamente negativa, emitiendo una cantidad
infinita de energia en el proceso. Esto, por supuesto, no pasa, y por lo tanto establece un problema
para la ecuacién de Klein-Gordon para una particula.

Pasamos ahora de particulas escalares a particulas con espin, empezando con partiulas de espin
1/2 que son descritas por la ecuacién de Dirac.

2.3 Representaciones del Grupo de Rotaciones y de Lorentz.

Las rotaciones y las transformaciones de Lorentz forman un grupo® en el sentido matematico.
Ademsds, como dijimos en la introduccidn, se hace necesario tratar con funciones de onda (que en
general son vectores multidimensionales complejos que por poseer ciertas propiedades se llaman
espinores), en lugar de con vectores de posicién, pero jcémo expresar las rotaciones o las transfor-
maciones de Lorentz sobre aquellos? Para esto necesitamos introducir el concepto de isomorfismo.
Se dice que dos grupos son isomorfos entre si si hay una correspondencia univoca entre elementos
tal que ciertas estructuras algebraicas definidas sobre ellos se conserven (ver [4], pag. 187). Si un
grupo es isomorfo a otro cuyos elementos son matrices, se dice que es ltimo es una representaciéon
matricial del primero. Revisaremos brevemente la coneccién entre el grupo de rotaciones y SU(2),
e introducimos la idea de los espinores. Después esto se extiende al grupo de Lorentz.

2.3.1 SU(2) y el grupo de rotaciones.
Una rotacion espacial general se escribe

!

x x
vy | =@R)| v (2.25)
2 z

donde R es la matriz de rotacién. Como las rotaciones conservan la distancia al origen, z/2 + 32 +
22 =22 + 92+ 22 07Ty = rTr (donde T denota transposicién), asi que

2Un grupo es un conjunto C que satisface las siguientes propiedades:
. Esta definida una operacién binaria (-) entre elementos del conjunto.
La operacién satisface la propiedad asociativa z - (y - 2z) = (z - y) - z Vz,y, zeC).
Existe un elemento (elemento identidad) 4 con la propiedad z - i = z.
. Para todo z existe un y (inverso de x, denotado z~1) tal que = - y = i.

=W N =



rTRTRr =rTr

RTR=1 (2.26)

y R es una matriz ortogonal de 3 x 3. Estas matrices forman un grupo: si R; y R son ortogonales,
también lo es R Rsy:

(RiR2)TRIRy = Ry"RITRIRy =1

Este grupo es denotado O(3); para matrices de n dimensiones es O(n). Las matrices unitarias
también forman un grupo, denotado U(n), pero las matrices hermitianas no, a menos que conmuten.
Como ejemplo de una rotacién, considérese la rotacion de un vector V alrededor del eje z. Esta
rotacién, considerada como una rotacién activa (i.e. una rotacién del vector dejando los ejes de
coordenadas fijos), es levdgira; considerada como una rotacién pasiva (i.e. rotando los ejes, dejando
el vector fijo) es dextrégira. Tenemos

i cos(f) sen(d) O Va
w | = | —sen(0) cos(d) 0 Vy (2.27)
V! 0 0 1 V.
asi que la matriz de rotacién es
cos(d) sen(d) O
R.(0)=| —sen(d) cos(d) O (2.28)

0 0 1

Para rotaciones alrededor de los ejes x y y tenemos matrices similares:

1 0 0
Ry(¢)=| 0 cos(®) sen()
0 —sen(¢) cos(¢)

cos(¢) 0 —sen(y))
Ry(¢) = 0 1 0 (2.29)

sen(¢) 0 cos(v)

Nétese que estas matrices no conmutan:

R (®)R.(0) # R.(0)R.(¢); (2.30)

el grupo de rotaciones espaciales tridimensionales, O(3), es no abeliano. Es un grupo de Lie; esto
es, un grupo continuo, con un nimero infinito de elementos, ya que los parametros de rotacion, que
son angulos, toman valores continuos. Es facil ver que una rotacién general tiene tres parametros;
R tiene nueve elementos, y la ecuacién (2.26) da seis condiciones para ellos. Estos pardmetros
pueden elegirse, por ejemplo, como los tres angulos de Euler. Correspondiendo a tres pardametros
hay tres generadores definidos por

5. — ldRZ(H)
iod0



_tare)| (00"
Sy = = = 0 0 i,
i do $=0 0 i
0 0 =1
1
sy:fM = 00 0. (2.31)
L W A

Estos generadores son hermitianos, y rotaciones infinitesimales son dadas por, por ejemplo,

R.(50) =1+iS.60, Ry(6¢) =1+ iS,00. (2.32)

El conmutador R, (00)R,(6¢)R. 1 (60)R, ' (d¢) de estas dos rotaciones puede calcularse usando
las relaciones de conmutacién

S8y — SySz =[Sz, Sy] =iS. y permutaciones ciclicas. (2.33)

Desarrollada a segundo orden, se encuentra que es una rotacién alrededor del eje y. Las relaciones
(2.33), con un factor %, son las relaciones de conmutacién para las componentes del momento
angular. Asi que los operadores de momento angular son los generadores de rotaciones. Resulta
ahora sencillo escribir la matriz de rotacién para rotaciones finitas. La matriz correspondiente a
una rotacién alrededor del eje z en un dngulo § = N6, donde (N — o0) es claramente

N
= (1+4iS.60)N = (1 +i52§[) = 50, (2.34)

Podemos comprobar que esto da la matriz requerida (2.28). Definiendo la exponencial por su
expansion en serie de potencias, tenemos

) 202 303
e’Sz:1+iSZ9—Sz§—iSzg+...
1 00 01 0 92 -1 0 0 93 0 -1 0
=1 010 |+6f -1 0 O +§ 0 -1 0 —&-? 1 0 0 |+
0 01 0 0 0 | 0 0 0 i 0 0 0
cos(f) sen(d) O
= | —sen(d) cos(d) 0
0 0 1

que es (2.28). Una rotacién finita alrededor de un eje arbitrario n un éngulo 6, y definiendo 6 = n6,
es denotada

R, (0) = &S0 = ¢iSn0 (2.35)

Ahora considérese el grupo SU(2), que consiste de matrices unitarias de 2 x 2 con determinante
unidad
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UUT =1, detU =1 (2.36)

U—(Z g) (2.37)

la, condicién de unitaria es Ut = U1, la cual, como detU = 1 , equivale a

a &\ [ d —b
b* d* ]\ —¢ a

Escribiendo

y por tanto a* = d, b* = —c. Entonces detU = | a 1>+ b|? asf que tenemos
U= a b laP+ b =1 (2.38)
- *b* a* ) a — 1. .

Esta es considerada como la matriz de transformacién en un espacio bidimensional complejo, cuyos

elementos, denotados £ = ( §1
2

), son llamados espinores;

¢E—Ug P —etut (2.39)
Es claro que
de=1al+]& )

es invariante bajo (2.39). Por otra parte, para el producto exterior

2 *

et = ( & | bk ) —s UEETUT. (2.40)
&6 | &

Obsérvese que €T es una matriz hermitiana. Vemos de (2.39) que € y £ se transforman de diferente

forma, pero podemos usar el hecho de que U es unitaria para mostrar que & ) y ( 753 ) se

&2 &

transforman de la misma forma bajo SU(2). Tenemos, comparando (2.38) y (2.39),

&' = a&y + béa,
&' = b6 + a6, (2.41)

y por lo tanto

—&" = a(=&") + b8,
6" = b (&) +arg " (2.42)

()-(2 (&) -one

Ahora



donde

0 -1

asi que debemos mostrar que £ y ©1/2£* se transforman en la misma forma bajo SU(2); en simbolos

§~ 018" (2.45)

(el simbolo “~” significa “se transforma como”). Asi que

€M~ (012" = (&, &), (2.46)

&> L&

Llamando a esta matriz —H, vemos de (2.40) que bajo una transformacién SU(2)

€€t ~ ( ¢ )(—52,51) - ( Gt & ) (2.47)

H — UHU' (2.48)

y ademds, H es una matriz de traza nula. Podemos construir ahora, a partir del vector de posicién
r, una matriz de traza nula de 2 x 2 que se transforme bajo SU(2) como H. Esta es

ha~r< N x_iy) (2.49)

T+ 1y —z

donde las matrices o son las bien conocidas matrices de Pauli

(01 (0 =i B
2=\1 0 ) wT=\i o) 727

h es hermitiana, y la transformacion

B ); (2.50)

O =

h~URUY =1 (2.51)
conserva que h sea hermitica y tenga traza nula si U es unitaria. Ademds, si U pertenece a SU(2),
y también tiene determinante 1, entonces det h' = det h, o

fL'lQ _"_y/Q +Z/2 — fL'Q +y2 +Z2, (2.52)
la transformacién unitaria (2.51) induce una rotacién del vector de posicién r. Identificando H y h,

. ., 1 . .,
concluimos finalmente que una transformacion SU(2) sobre ( ) equivale a una transformacion

&2
x
O(3) sobre | y | con
z
1 1
= 5(5 P-&?), y= Z(&Q +&%), =46 (2.53)
Los pardmetros de una transformacién SU(2) son a, b, ambos complejos, con una condicién:
la|?> + |b|> = 1. Hay por lo tanto tres pardmetros reales, los mismos que para una rotacién.
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Encontraremos ahora una relacién explicita entre los dos conjuntos de parametros. Tomando el
cuadrado y el producto de las dos relaciones (2.41), y usando las expresiones para z, y y z dadas
en la ecuacién (2.53), tenemos, bajo SU(2),

1 .
.’13/ — 5((12 4 a*2 _ b2 + b*Z)l‘ _ %(CLQ _ a*2 —|—b2 _ b*2)y _ (G,*b* +ab)z,
; 1
y' = %(a2 —a*? =024+ + 5((12 +a*? + 2 + %)y —i(ab — a*b*)z,
2 = (ab* + ba*)z + (ba* — ab*)iy + (Ja|® — |b]*)2. (2.54)
Si ahora ponemos a = €'2, b =0 (que cumple |a|? + |b|?> = 1) en la ecuacién (2.54) tenemos

2’ = x cos o + ysena
Yy = —xsena + y cosa
2 =z,

que es una rotacion en un angulo a alrededor del eje z. Por lo tanto la correspondencia entre la
matriz SU(2) (2.38) y la matriz O(3) (2.28) es

s 0 cosa sena 0
U= ( 0 % > —~ R=| —sena cosa 0 (2.55)
0 0 1

En términos de los generadores S, (ecuacién 2.31) y o, (ecuacién 2.50) podemos escribir

U=¢e"“9:%, R=¢"" (2.56)

donde la expresién exponencial para U estd definida por su expansién en serie de potencias. En
forma similar, poniendo o = cos /2, b = sen3/2, tenemos la correspondencia

U— cos3/2 senf3/2 o R— cogﬂ (1) —s(e)nﬁ (2.57)
~\ —senf/2 cosf/2 B :
sen3 0 cosf
que puede escribirse
U=¢vs, R=¢Sh (2.58)

y, finalmente, poniendo aw = cosv/2, b = isenvy/2, da

cosy/2 isenvy/2 L 0 0
U= iseny /2 cosy/2 —~R=| 0 cosy seny (2.59)
g i 0 —seny cosvy
con
U=e“3, R=¢, (2.60)
En general, la correspondencia entre una transformacién SU(2) en el espacio espinorial ( ? ) y
2
x
una transformacién O(3) en el espacio [ y | es
z
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U=e“"%2=cos0/2 +i(o-n)send/2 — R = e!S?, (2.61)

Esta correspondencia entre SU(2) y O(3) implica que los grupos deben tener estructura similar, y
por lo tanto que sus generadores obedecen las mismas relaciones de conmutacion. De hecho, puede
comprobarse que la matrices de Pauli obedecen

{%, %} = i% y permutaciones ciclicas. (2.62)
Estas son las mismas relaciones que (2.33) y vemos también que los factores % en (2.62) son los de
(2.61), mostrando pues que el espinor rota medio dngulo de lo que el vector rota. Esta el la causa
de una distincién topoldgica global entre SU(2) y O(3), ya que como puede verse de las ecuaciones
(2.55) y (2.61), si incrementamos el dangulo «, digamos en 27 tenemos U — —U, R — R; asi
que ambos elementos U y —U en SU(2) corresponden a la rotacién R en O(3): hay un mapeo dos
a uno de los elementos de SU(2) a los de O(3).

2.3.2 SL(2,C) y el Grupo de Lorentz

Andloga a la correspondencia entre SU(2) y el grupo de rotaciones, hay una correspondencia
entre SL(2,C) y el grupo de Lorentz. Las transformaciones de “empuje” de Lorentz puras (en
espanol el vocablo inglés “boost” se traduce como “empuje” y se refiere a transicién entre sistemas
de referencia) son aquellas que conectan dos sistemas (o marcos) de referencia inerciales, que se
mueven con velocidad relativa v. Supongamos que los ejes de los sistemas son paralelos entre si.
Si el movimiento relativo es a lo largo de el eje z, las ecuaciones que los relacionan son

, x + vt , , v t + v/ c?

Poniendo v = (1 — 112/62)_1/27 B=uv/c, 2" =ct, 2t = x, 2% =y, 23 = 2z, estas se expresan como
20 = (2 + Bzt), = (B2 4 zb), 2 =22 =40
Observando que 2 — 3242 = 1, podemos escribir

v =cosh¢, ~B = senhg, (2.63)

asi que parametrizando la transformacién en términos de la variable ¢, con tanh ¢ = v/c, tenemos

2’ cosh¢ senh¢ 0 O 20
1/ 1
T | senh¢ cosh¢ 0 0O x
20 | 0 0 10 z? (2.64)
23 0 0 0 1 x>

Llamemos a esta matriz la matriz de empuje B. El generador K, de esta transformacion de empuje
a lo largo de eje x estd definida por analogia con (2.31):

01 00
10B 10 00
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De manera similar, los otros generadores son (en cada caso habrd que hacer la correspondiente
modificacién a la matriz (2.64))

0 010
10B | 00 0O
Rv=3%0],,= "1 000 |
00 00
0 0 01
10B {0 0 0 0
Ke=2%0),,~ oo oo (2.66)
1 0 00
En esta notacién matricial de 4 x 4, los generadores de rotacién (2.31) pueden escribirse
00 0 O 00 0 O 0 0 0 O
.1 00 0 O 11 0 0 -1 0 0 1 0
==l g0 0o 1] = ooo o |" %70 10 0
0 0 -1 0 01 0 O 0 0 0 O
(2.67)

La transformacion de Lorentz més general estd compuesta de empujes en las tres direcciones, y
rotaciones alrededor de los tres ejes, y los seis generadores son los anteriores. Sus relaciones de
conmutacién pueden calcularse explicitamente, siendo estas

(K4, K] = —iS. y permutaciones ciclicas,
[Sz, Kz] =0 etc.,
[Sz, Ky =iK, y permutaciones ciclicas, (2.68)

junto con (2.33), que se refiere a las S’s solamente. Una consecuencia interesante de estas rela-
ciones es que las transformaciones de Lorentz puras no forman un grupo, ya que los generadores
K no forman un &lgebra cerrada bajo conmutacién. Por tanto el conmutador de dos empujes
infinitesimales en diferentes direcciones

e K00 iKY miKed9 o= KyoY — 1 _ [ Kyl dpo1 + Km2(6¢)2Ky2(5w)2 + ...
contiene, en virtud de la primera de las ecuaciones (2.68), una rotacién alrededor del eje z. Este
es el origen de la precesion de Thomas.

Ahora nos preguntamos de que manera se transforman los espinores de Pauli. Notamos que las
relaciones de conmutacion anteriores son satisfechas por

K = ﬂ%; (2.69)

asi que deberia haber dos tipos de espinores, correspondientes a los dos signos posibles de K.
Definamos los generadores

A= %(S—H’K),

B- %(s _iK). (2.70)
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Las relaciones de conmutacién (2.68) y (2.33) son entonces

[Ag, Ay = iA, y permutaciones ciclicas,
[Bs, Byl = iB, y permutaciones ciclicas, (2.71)
[AMB]]:O (17]:1:72472)

Esto muestra que A y B cada uno por separado genera un grupo SU(2), y los dos grupos conmutan.
El grupo de Lorentz es pues esencialmente SU(2) ® SU(2) y los estados que se transformen de man-
era bien definida serén etiquetados con dos momentos angulares (7, j'), el primero correspondiente
a A, y el segundo a B. Como casos especiales, podemos hacer 7 =0 0 j' = 0:

(4:0) — 8¥ =K (B =0),
0,7) — 8®) = —iK® (A =0), (2.72)
y esto de hecho corresponde a las dos posibilidades en (2.69). Podemos definir ahora dos tipos de

espinor:

1
Tipo I (5,0): s<1/2>=g, K(1/2):—ig.

Denotamos este espinor ¢g. Si (6, ¢) son los pardmetros de una rotacién y una transformacién de
Lorentz pura, ¢ se transforma como

g

2 0) or = exp [i5 - (0~ i9)| ér = Mor. (2.73)

¢R—>exp<i%-9+

1 o
Tipo I: ~ (0,%): SW2 =~
ipo (0, 2) 5
Este espinor es denotado ¢, y se transforma como

b1, —> exp [z% 0+ iqzﬁ)} 61 = Nor. (2.74)

Los rétulos R y L califican a los espinores como “derecho” e “izquierdo” respectivamente (en inglés
derecha es “right” e izquierda es “left”). Es importante notar que estas son representaciones no
equivalentes del grupo de Lorentz, i.e. no hay una matriz A tal que N = AMA~!. Ellas de hecho
estan relacionadas por

N = 91/2M*@1/2_1 con @1/2 = —i027 (275)
como se defini6 en (2.44) anteriormente. Esto se sigue de observar que

02009 = —05%0 = —0,
luego,

©1/2M* 015" = oy exp [—;J* (0 + i¢)} =N.

Notamos que detM=det N=1, asi que M y N son matrices complejas de 2 X 2 con determinante
unidad. Tales matrices forman un grupo, SL(2,C) (S:special, determinante positivo; L:lineal,
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transformacién lineal; 2: matriz de 2x2; C:complex, sus elementos pertenecen al campo de los
nimeros complejos). Este grupo consiste de matrices de la forma

M:(“ b), ad —be = 1:
c d

las cuales tienen cuatro niimeros complejos, con dos condiciones y esto deja al grupo con seis
parametros independientes. Estos seis parametros estan relacionados con los tres angulos y las
tres velocidades de las transformaciones de Lorentz generales. Resumiendo lo que se ha dicho
hasta aqui: Junto con los 3-vectores, hay espinores de Pauli de 2 componentes, que tienen una
transformacién bien definida (2.61) bajo rotaciones. Bajo transformaciones de Lorentz generales,
sin embargo, hay dos tipos diferentes de espinores de dos componentes, que se transforman por
(2.73) y (2.74). Ellos corresponden a las representaciones (1,0) y (0, ) del grupo de Lorentz. En
escencia, la ecuacién de Dirac es una relaciéon entre estos espinores.

2.4 FEcuacion de Dirac

La ecuacién de Dirac, a diferencia de la de Klein-Gordon, es de primer orden, y se considera valida
para particulas de espin 1/2. La ecuacién de Klein-Gordon no expresa otra cosa que la relacién
relativista entre energia, momento y masa, debe ser cierta para particulas con cualquier espin.
La ecuacién de Dirac, sin embargo (y las ecuaciones de Maxwell y Proca, con las que tratamos
mds adelante), tiene un origen completamente diferente, y puede ser derivada de las propiedades
de transformacion de los espinores bajo el grupo de Lorentz. Introduzcamos la operacion paridad
(inversién del espacio), bajo la cual la velocidad en los empujes de Lorentz cambia de signo:
v — —v. Entonces los generadores K cambian de signo, K — —K, igual que las componentes
de un vector, mientras que S no cambia de signo, S — +S, comportandose pues como un vector
azxial o pseudovector, que es como efectivamente se transforma el momento angular bajo la paridad.
Se sigue que las representaciones (s,0) y (0, s) se intercambian:

(s,0) < (0,s), bajo paridad (2.76)
y por lo tanto
R < dL.
Si consideramos la paridad, entonces, no es suficiente considerar los 2-espinores £ y 7 separada-
mente, sino el 4-espinor
Y= Or (2.77)
oL

Bajo transformaciones de Lorentz v se transforma como sigue:

()= (5 ) () =(% ) (). em

D(A) = ¢D* (M), (2.79)

con

17



donde A denota una transformacion de Lorentz general, que podemos escribir como

=AY (2.80)

Bajo paridad, v se transforma como

(s = (o) (e) .

El 4-espinor v es una representacién irreductible del grupo de Lorentz extendido por paridad.
Nétese, sin embargo, que la representacion (2.78) no es unitaria; esto es porque la matriz exp(o - ¢)
no es unitaria. En general, en mecdnica cuantica, uno estd interesado solamente en representaciones
unitarias de un grupo de simetria, ya que son sélo estas las que conservan la probabilidad en una
transicion entre dos estados, medidas en diferentes marcos de referencia. Esto este problema esta
relacionado con el hecho de que el grupo de Lorentz, a diferencia del grupo de rotaciones es no
compacto. Esto corresponde a grandes rasgos a la observacion de que las velocidades, que son
los pardametros de los empujes de Lorentz, toman valores dentro de un conjunto semi-abierto que
corresponde a una linea de v/c = 0 a v/c = 1, mientras que los dngulos en una rotacién abarcan
desde # = 0 hasta 8 = 27, y estos puntos son tales que nuestro conjunto (identificado como una
linea), pueden mapearse sobre un circulo cerrado. El espacio grupal del grupo de rotaciones en
finito, pero el del grupo de Lorentz es infinito, asi que el grupo de Lorentz es no compacto. Hay,
ademds un teorema de que las representaciones unitarias de grupos no compactos son infinito-
dimensionales. Sin embargo, lo que tenemos es un ejemplo que ilustra la negacién de esto, ya
que encontramos una representaciéon de dimensién finita y no unitaria del grupo de Lorentz. Lo
que se tiene actualmente, es la proposiciéon hecha por Wigner de que el grupo fundamental en
fisica de particulas no es el grupo de Lorentz (homogéneo) considerado arriba, sino el grupo de
Lorentz inhomogéneo, cominmente llamado grupo de Poincaré, que consiste de empujes de Lorentz,
rotaciones, y también translaciones espaciales y temporales. Un andlisis de este grupo da un
entendimiento mas profundo, y también sorpresas inesperadas de la naturaleza del espin.
Particularizemos ahora las transformaciones (2.78) al caso de empujes de Lorentz (# = 0). Tenemos
asi

0 0
Or(p") — €27 ¢r(p") = [cosh(@/2) + o - nsenh(6/2)] $r(p") (2:82)
donde n es un vector unitario en la direccién del empuje de Lorentz. Supdngase que el espinor

0

original ¢r(p"), se refiere a una particula en reposo, y el transformado ¢r(p*), un sistema de
referencia en el que la particula tiene momento p. De (2.63) tenemos cosh(¢/2) = [(y + 1)/2]*/2,
senh(¢/2) = [(y — 1)/2]'/2, de manera que (2.82) se escribe

Ya que para una particula con energia total E, masa m y momento p, v = E/m (¢ = 1), la
ecuacion (2.83) se escribe

or(p") =

or(p") 2m(® T m)

De manera similar encontramos
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pr(py = EXM 0Dy oy, (2.85)

v 2m(E +m)
Ahora, cuando una particula estd en reposo, no se puede definir si su espin es derecho o izquierdo,

0 0
asi que ¢r(p*) = £¢r(p*). Esta férmula es la Relacion de Ryder. Se sigue entonces de (2.84) y
(2.85) que

E .
or(P) = i#m(p) (2.86)
De la misma manera
¢r(p) = i%@z(p)- (2.87)

Podemos reescribir estas ecuaciones como

Fmor(p) + (po +0-p)or(p) =0,
(po — o -P)dr(P) F mér(p) =0, (2.88)

0, en forma matricial,

(T, ™ire ) (2 ) =0 50

Utilizando el 4-espinor (2.77) y definiendo las matrices de 4 x 4

0 __ 0 1 i 0 *O’i
V= ( 1 0 ) Y= O_i 0 ’ (290)

la ecuacién (2.89) se transforma en

(7°po +7'pi Fm)v(p*) =0 (2.91)
(nétese que p, = (E,—p) (ver (2.10)), asi vpo + v'p; =°po — v P, 0

(Y'pu Fm)y(p*) = 0. (2.92)

En el espacio de las coordenadas (sustituyendo ¢9,, por p,) este doble signo desaparece y tenemos
la ecuacion

(iv"0, —m) =¢(z*) =0 (2.93)

Esta es la ecuacion de Dirac para particulas masivas de espin % En el caso de particulas sin masa,
es claro, por ejemplo de (2.88), que la ecuacién se descompone en dos ecuaciones, cada una para
un espinor de 2 componentes

(po+0-p)or(p) =0,
(po — o - p)¢r(p) = 0. (2.94)
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Estas son conocidas como las ecuaciones de Weyl, v ¢ y ¢r son los espinores de Weyl. Ya que
para una particula sin masa, py = |p|, estas ecuaciones son

0-por =—dr, 0-PPR = PR.

El operador ¢ - p mide la componente del espin en la direccion del momento, y esta cantidad es
llamada helicidad. Por lo tanto los espinores de Weyl son eigenestados de la helicidad, y el espinor
izquierdo (derecho) tiene helicidad negativa (positiva). Tradicionalmente ha sido supuesto que los
neutrinos son particulas sin masa, y por lo tanto descritos por las ecuaciones de Weyl (una de
ellas), pero experimentos recientes (de oscilaciones entre sabores de neutrinos) indican que pueden
tener masa. La forma de deducir la ecuaciéon de Dirac dada arriba, difiere de la que siguié Dirac
originalmente. El propdsito de Dirac fué encontrar una ecuaciéon que no tuviera los problemas de
la ecuacion de Klein-Gordon.

2.5 Predicciéon de antiparticulas

Vimos que la ecuacién de Klein-Gordon adolece de dos defectos: la densidad de probabilidad puede
no ser positiva, y pueden ocurrir estados de energia negativa. Por esta razoén la ecuacién de Klein-
Gordon fué descartada y Dirac buscd una ecuacion que la reemplazara, que fué, a diferencia de
la de Klein-Gordon, de primer orden. El entonces descubrié la ecuacién (2.92), y dedujo que las
matrices v deben ser matrices de 4 x 4.

La ecuacién (2.93) es una ecuacién diferencial de primer orden. Aplicando el operador iy*9,, otra
vez a esta ecuacion:

[_('7“(9#)(7”81/) - im(’y”@u)} P =0,
(Y4" 0,0, + m*)p = 0.

Ahora, 0,0, = aya,;” asi Y#v” puede ser reemplazada por la combinacién simétrica

1 1 y

5w ) = 5 109"} (2.95)
para obtener

1

5{7”,’YV}3,L5'M/J + m27/} =0.

Por otra parte, la relatividad requiere que la relacién energia-momento-masa se satisfaga, y por
tanto que cada componente de v satisfaga la ecuacion de Klein-Gordon

(00, +m?)(x) = 0. (2.96)
Se sigue entonces que el coeficiente de 0,0, es g*”, asi
{7} = 29" (2.97)

Esta es la relacién general que los coeficientes v* deben satisfacer. Tomando sucesivamente p =
v=0,p=v=1iy p# v, vemos que se cumple

3En nuestro trabajo suponemos siempre que [zu, ] = 0, aunque existen especulaciones sobre espacios no-
conmutativos.
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2 i\ 2
() =1 () =-1, =" W#nw). (2.98)
Es claro que si las cuatro v#s satisfacen (2.97), también lo hacen
AP = Syt sl (2.99)
donde S es una matriz unitaria de 4 x 4, y la ecuaciéon de Dirac serd pues satisfecha por

Y =Sy, (2.100)

Construyamos ahora una corriente de probabilidad j#, andloga a (2.21) para la ecuacién de Klein-
Gordon, y veamos si la densidad es positiva. Tomamos la ecuacién de Dirac en la forma (2.93),
donde "9, = v°9y +7'0;. Ahora tomamos el hermitiaco conjugado de esta ecuacién, notando de

(2.90) o (2.98) que 70T = 7077” = —v%. Esto da
W (=790 + i 0; —m) = 0.

(Aqui ' es un vector fila, y 50 y 51 operan sobre él a la izquierda.) Esto no tiene forma covariante,
pero multiplicamos en la derecha por vy, y usamos (2.98) para obtener

b (i, +m) =0 (2.101)
donde

p=1pT° (2.102)
se llama el espinor adjunto a 1. Las ecuaciones (2.93) y (2.101) pueden ser usadas ahora para
mostrar que la corriente

=y (2.103)

Se conserva:

D" = (O L)Y+ Y (B1)) = (im )+ ¢ (—imah) = 0, (2.104)

La densidad j° es pues

b 0% = T = [ + o] + [1hs]® + ]

y es positiva; j9 sirve entonces como densidad de probabilidad para la particula considerada, y la
ecuacién de Dirac resuelve el problema que la ecuacién de Klein-Gordon no resolvia. Veamos ahora
la otra dificultad que enfrentamos con la ecuacién de Klein-Gordon, la de los estados de energia
negativos. Aqui parece que no se resuelve todo. De hecho, es facil ver de (2.92) que una particula
de Dirac en reposo se rige por

VOPOIZ) = m1/),
potp = my%1p. (2.105)
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Los eigenvalores de 4% son claramente +1 (dos veces) y —1 (dos veces), asf que hay dos soluciones
de energfa positiva (+m) y dos de energia negativa (—m). De hecho, puede mostrarse de (2.92),
que los eigenvalores de py son

po = +(m? +p2)1/2 dos veces,

po = —(m?+p*)/?  dos veces.

Para cada valor de p, hay dos posibles soluciones de energia, correspondientes a estados de una
particula de espin %, y dos soluciones adicionales de energia negativa. Este resultado catastréfico
fué transformado por Dirac en un triunfo. Aqui se tiene el mismo problema que se menciond
en la ecuacién de Klein-Gordon. La ecuacién de Dirac es correcta para electrones libres, pero si
tomamos en cuenta la interaccién con otra particula o campo (digamos el campo electromagnético),
el problema de estados de energia negativa permanece. Un electrén en un estado de energia positiva
puede saltar a estados de energia negativa, y luego caer a E — —oo, emitiendo una cantidad
infinita de energia en el proceso (digamos radiacién electromagnética). La solucién de Dirac a este
problema radica en el hecho de que los electrones tienen espin % y por lo tanto obedecen el principio
de exclusion de Pauli. Dirac supuso que los estados de energia negativa ya estan completamente
llenos, y el principio de exclucién evita que ningun otro electrén entre al “mar” de estados de
energia negativa. Este “mar de Dirac” es el vacio; de manera que en la teoria de Dirac, el vacio no
es “nada”, jsino un mar infinito de electrones, protones, neutrinos, neutrones y demas particulas de
espin % con energias negativas! Esta ingeniosa teoria hace una predicciéon importante, supéngase
que hay una vacante en el mar de electrones: un “hueco” con energia —|E|. Un electrén con energia
E puede llenar este hoyo, emitiendo energia 2F, y dejando un vacio:

e~ + hueco — energia, (2.106)

el hueco tiene carga efectiva +e y energia positiva, y es llamado positrén, la antiparticula del
electron. Esta teoria de Dirac predijo la existencia de antiparticulas para todas las particulas de
espin %, y en su momento, fueron encontradas. Se puede pensar pues que los bosones también
tengan antiparticulas, pero para ver esto se requiere tratar ¢, la “funciéon de onda” de Klein-
Gordon, como un campo cuantizado. La prediccién y descubrimiento de antiparticulas es uno de los
episodios mas destacados en la historia de la fisica de particulas, e inspira confianza considerable en
la ecuacion de Dirac. De hecho la ecuacion de Dirac ha tenido destacados logros en sus predicciones
y aplicaciones. Debe notarse sin embargo que la ecuacién de Dirac no es la ecuaciéon de una sola
particula, ya que describe tanto particulas como antiparticulas. La tnica filosofia consistente con
esto es considerar el espinor 1 como un campo, tal que |1|?> da una medida del niimero de particulas
en un punto particular. Este campo es un campo cuéntico.

2.6 Construccion de los espinores de Dirac: algebra de las
matrices 7.

Es 1til saber las propiedades de la transformacion de Lorentz de expresiones bilineares como 9 1,

¥ y*1p, etc. Empezamos mostrando que ¢ 9, es una cantidad escalar. Trabajamos en la base (77)

Y = ( ‘é’z ) (2.107)
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y sabemos que bajo una transformacién de Lorentz (incluyendo rotacién) (6, ¢) tenemos, de (2.78),

¢Rr — €Xp {20 (0 — ng)} ORrR, O — exp {20- 0+ zqﬁ)] oL, (2.108)
por lo que
t t ? : i i ¢ :
ok — dhoxp |50+ 0+i0)] . o) —olew|-go-0-ia].  @0)
y es evidente que
V' = @hdr +vlor (2.110)
no es invariante. Sin embargo, el espinor adjunto v tiene componentes
Tt — (atoty (O L) 2ot ot
de manera que
VY = ¢} bR + dhor (2.112)

es invariante (i.e. un escalar) bajo transformaciones de Lorentz. Ademds bajo paridad

bR = ¢L, (2.113)

ast 1)) — 1P, y es un verdadero escalar, i.e. no cambia de signo bajo inversién espacial.
Ahora definimos la matriz de 4 x 4
1 0
5 __
~N° = ( 0 —1 > . (2.114)

(Recuérdese que cada entrada es una matriz de 2 x 2.) Esto define 4% en la base (2.107). En una
base arbitraria se define por

7° =iy = s, (2.115)

entonces vemos que

7Y = (B uR) ( 0o ) ( ﬁ’z ) = 0 ¥r — Shvr. (2.116)

Es claro de (2.108),(2.109) y (2.113) que esta es invariante bajo transformaciones de Lorentz, pero
cambia de signo bajo paridad. Por esta razén es llamada una cantidad pseudoescalar. Ahora
considérese la cantidad y*, la cual sospechamos que se transforma como un 4-vector bajo
transformaciones de Lorentz. Sus componentes espaciales y temporales son

7 = @R + oL, (2.117)
Py = (¢TL¢E) ( g _% ) ( if ) = —¢lopr, + ¢hovg. (2.118)
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Bajo rotaciones espaciales (6 # 0, ¢ = 0) tenemos

P70 — %y (2.119)

y si 6 es infinitesimal,

Py — —dhe 27 00e37 0, 4 ¢l e 37 00e3 0, =

—(b}}(l—;a-e)o<1+;o-9)¢L+¢E (1—20-9)0<1+;0-9)¢R:

—¢h (0 — 0% 0) b + ¢} (0 — 0 x 0) dr = by) — 0 x (). (2.120)

Esto puede encontrarse usando las relaciones de conmutacion (2.62), expresadas en la forma

l0i,05] = 2iejpon, (2.121)
donde

+1 si (ijk) es una permutacién par de (123),
€ijk =4 —1 si(ijk) es una permutacién impar de (123), (2.122)
0  de otra forma

y poniendo o - 0 = 0;6;. La ecuacién (2.120) describe el comportamiento de un vector bajo rota-
ciones: para ¢ infinitesimal, la ecuacién (2.27) da V; = Vi + 0V, V) = V,0V,., V] =V, lo cual es
la componente z de

V =V-0xV.

Adicionalmente, la componente temporal, por (2.119), el invariante bajo rotaciones, asi que ¥ vy
efectivamente se comporta como un 4-vector bajo rotaciones. Resulta que también lo hace bajo
transformaciones de empuje de Lorentz, i.e., como z* en (2.64) para empujes a lo largo del eje x.
Ademids bajo paridad es facil ver que

VY — Y, Py — Py (2.123)
como pasa con un vector polar. Esto se resume diciendo que 1" se transforma como un vector.
De la misma manera, puede mostrarse que y*v°1) se comporta como un vector azial (o pseudovec-
tor) -se comporta como un 4-vector bajo transformaciones de Lorentz, incluyendo rotaciones, pero
tiene un comportamiento opuesto a (2.123) bajo paridad, asi que la parte espacial se transforma
como un tensor antisimétrico de segundo rango. Esto completa todas las posibilidades porque,
en cuatro dimensiones, un tensor de rango 3 si transforma como un pseudovector, y un tensor de
rango 4 como un pseudoescalar; en tres dimensiones esta transicién pasa mas rapido -un tensor de
rango 2, como r X p, que es un vector axial, y un tensor de rango 3 como el elemento de volumen
dzdydz es un pseudoescalar. Estos resultados se resumen como sigue:

R escalar,

Py2 pseudoescalar,

PYyHap - vector, (2.124)
PyrySap vector axial,

Y(yHAyY — Yy )eh : tensor antisimétrico.
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Construyamos ahora espinores correspondientes a un estado arbitrario de movimiento de una
particula de Dirac. No trabajaremos en la representacién (2.77), que podemos llamar la repre-
sentacién quirial (porque ¢r y ¢ son eigen-estados de quirialidad, cuyo operador es v°) sino en la
representacion estandar, en la que ¥ es diagonal. De (2.105), esta es claramente la representacién
apropiada para describir particulas en reposo. Las soluciones de ondas planas de la ecuacién de
Dirac para una particula en reposo son

P(x) = u(0)e~ "™ energfa positiva,

P(x) = v(0)e™,  energia negativa, (2.125)
con dos espinores de las dos energias positivas y dos para energias negativas
1 0 0 0
Wy = | ©° @ = | L Oy =| % | ,@0=]°
w0 =1 5 [ w7 =] 4 [0TVO) =] [2F0)=] (2.126)
0 0 0 1
Aqui 7° es, en la representacién estandar,
10 0 O
01 0 0
0 _
o0 0 -1

la cual escribimos en la forma condensada usual:

7= ( (1) f)l ) (2.128)

Esto se obtiene de la representacién quirial

Yore = SRS

1 1 1
S = ﬁ ( 1 1 ) (2.129)
asi que, en la representacion estandar,
¢r ) 1 ( ¢r+ oL )
=5 = — . 2.130
v ( oL V2 \ ¢r — oL ( )
Para un empuje de Lorentz a un marco en movimiento, tenemos, de (2.78) con 6 = 0,

OR O\ _ [ e 0 orR \ _ Or
<¢L>_)(¢§>_<o 65""”>(¢L>_M(¢L)» (2.131)

luego en la representacién estandar la matriz de empuje es

_ 1 cosh(¢/2) o - nsenh(¢/2)
Mpre = SMpgS™" = ( o - nsenh(¢/2) cosh(¢/2) ) (2.132)

y como
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coo/2) = (ZEm)" e = (Bm) ", vamnor) = 12!

2m om E+tm
con | p | = (E? —m?)Y/2, obtenemos

z Pa— 1P,
1/2 1 0 Ez‘rm T’fﬂ/

Pa TPy —D2

RE 2m —P= Pz —tPy 1 0 .
E+m E+m
pw+1py —P= O 1

E+m E+m
y los correspondientes espinores de ondas planas son

(@) (x) = ul®) (p)e*  energfa positiva,
(@) (z) = v (p)e’”®  energia negativa,

donde o = 1,2, y u(® (p) y v("‘)(p) se obtienen multiplicando Mgrg por los espinores de reposo
(2.126), dando

(2.134)

1 0
E 1/2 E 1/2 1
W0 :< +m> L e =( *m) A AL
2m E;m 2m Eerm
E+Tm o EJ:m
Eﬁf b1
1/2 o 1/2 Eim
o) — (E2+m) N CE (E;m) — 2o |, (2.136)
m 0 m 1

donde p,; = p; +ip,. La normalizacién de los espinores u es

a0y —

1 0 0 0 1
E+m _ e m 01 0 0 0| _
< 2m >(1 0 E+m E+m) 0 0 -1 0 _Eij:m =1,
00 0 -1 —

y similarmente para u(®. Los resultados finales son
7 (p)u) (p) = daar
7 (p)v“) (p) = ~daa
) (p)o@) (p) =0
W (p)u®)(p) = o (B)ol) (B) = G (2137)

Ademads de (2.91) y (2.134), u y v satisfacen
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(Y = m)u(p) =0, (vpu +m)u(p) =0, (2.138)

y los espinores adjuntos obedecen

u(p)(v"'pu —m) = 0,u(p)(y*pu +m) = 0. (2.139)
El operador

P, = Z u' (p)u'® (p) (2.140)
también es importante. Es un operador de proyeccién, ya que, en vista de (2.137),

=> " u® (p)a (p)ul® (p Zu<a> Y (p) = Py (2.141)

Claramente elimina estados de energia negativa. Encontraremos ahora una expresién para P;. De
(2.138),

(Ypu —m)Py =0,

por lo tanto

7

Ahora asumimos que Py es de la forma a + by*p,. Insertando (2.142) en esto tenemos a = mb.
Entonces usando Py? = P, da b= 1/2m, asi que finalmente tenemos

) e (o Ypu +m
Pp=3 u®(p)a®(p) = ———. (2.143)

Similarmente el operador de proyeccién para estados de energia negativa es

Al
(@) ()o@ P tm 2144
E v (p)=—— — (2.144)

Como es de esperarse P, + P_ = 1. Es apropiado notar algunas propiedades de las trazas. Como
estamos trabajando con matrices v* y estas son matrices de 4 x 4, tenemos

Tr1=14
y empleando la propiedad ciclica de la traza, tenemos

Tr(y-a)(y-b) =Tr (y-b)(v-a)
= 1Tr aub, {7y, 7"} (2.145)
=a-bTr1=4a-0.

Mostramos ahora que la traza de un nimero impar de matrices 7y es cero. Para hacerlo, usamos el
hecho de que ~°, definida por (2.115), tiene las propiedades

(")P=1, {’}=0. (2.146)
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Adoptemos, por conveniencia, la notacién “gorro”

a Y =a-y=a. (2.147)

Entonces tenemos
Tray...an =Tr ay...a,7°y° =Tr Y5071 ...0075-

Ahora movemos la 5 de la izquierda pasando por cada a, con un consecuente cambio de signo
cada vez, obteniendo eventualmente

Tr ay...ap, = (—1)"Tr ay...anvs7s
asi que

Tr ay...a, =0, n impar. (2.148)

Finalmente, sustituyendo
Yot = ="y + 29"

en los primeros dos factores de T (- a)(v - b)(y - ¢)(7y - d), obtenemos

Tr (y-a)(y-b)(y-o)(y-d) ==Tr (y-b)(y-a)(y-c)(y-d)+2a-bTr (y-c)(y-d). (2.149)

Estas férmulas son importantes cuando se calculan secciones transversales de dispersion.

2.7 Limite no Relativista y el Momento Magnético del Electron

Las particulas con espin también poseen un momento magnético “intrinseco”. Ahora, una carga e
de momento angular L circulando en una orbita cerrada interacciona con un campo magnético y
posee un momento magnético efectivo
‘L 2.150

p=5-L. (2.150)
Si la naturaleza fuera sencilla, la constante de proporcionalidad entre el espin del electrén S = %ha
y su momento magnético seria la misma, ﬁ, de manera que el momento magnético intrinseco
serfa 5-[S| = £ El consecuente desplazamiento en las frecuencias de lineas espectrales serfa
entonces el del efecto de Zeeman “normal”. Los experimentos revelan, sin embargo, un efecto de
Zeeman “andémalo”, explicable si la constante de proporcionalidad para el espin el dos veces la del
movimiento orbital de manera que el momento magnético del electrén es —p donde

e e eh
=2—S=—S=—o0. 2.151
K 2m m 2m ( )
(Aqui la carga del electrén se toma como negativa.) El factor 2 algunas veces es llamado el factor
g de Landé, g, = 2. Uno de los éxitos de la teoria de Dirac del electrén es que da el valor correcto
de gs;. Para derivar esto debemos considerar la ecuacién, no para un electrén libre, sino para

un electrén en presencia de un campo electromagnético. Hay una prescripcion de alargamiento
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de derivadas para hacer esto, conocida como la prescripciéon “minima” (o “sustitucién minima”).
Consiste en reemplazar el momento p* por
pt — pt — e AV (2.152)
o, con pt = (E,p), A" = (¢, A),
E—FE—ep, p—p-—cA. (2.153)
La ecuacién de Dirac (2.91) es entonces
V(E = ed)p — 7-(p — eA)yp = my. (2.154)
En la representacién estandar de la matrices v (ver (2.128) y (2.129))
1 0 0 o
(o L) o= (5 0) e=(5) (2155)
de donde obtenemos
) (% 2)0)=(5)
E—e —(p—eA)- =m
E-co)( S)-w-enr (0 0 (¢ ‘
que escribimos explicitamente como dos ecuaciones
(E —ed)§ —o-(p — eA)n = m&, (2.156)
—(E—ep)n—o-(p—eA) =mn. (2.157)
La segunda ecuacién da
n=(E+m—ep) o (p—eA).
Notese que el orden de estos factores puede ser importante, ya que si consideramos p = —iiV como

operador, él y ¢(r) no conmutan. En el limite no relativista y de campo débil E 4+ m — e¢ = 2m,

p = mu, asi que

n~ %0-(9 —eA){=0 (%) 3

(2.158)

y vemos que las ultimas dos componentes de 1 son mucho més pequenas que las primeras dos.

Insertando (2.158) en (2.156) tenemos

2m

donde m = —ihV —eA, y, con E = m + W, tenemos

We= |2 (o m(om)+ed| €

Ahora usando o;0; = 0;; + €10 Si sigue que

(c0-A)(c-B)=A-B+io-(A xB)
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por lo que

(c-m2 =n-m+ioc-(nx7)=(p—eA)? +io(p—eA)x (p—eA). (2.161)

La tnica parte diferente de cero del producto cruz en el iltimo término es

PXA+AXp. (2.162)
Usando la igualdad de operadores

[pi, Aj] = iho; A;
tenemos, tomando la diferencia con la misma ecuacion con i < j,

(piAj —pjAi) + (Aipj — Ajps) = —ih(0;A; — 0;Ay).
Multiplicando ambos lados por €;;; y sumando sobre i y j obtenemos la componente k de
PXA+Axp=—ihV x A =—ihB,

por lo que tenemos un valor para (2.162). Sustituyendo finalmente en (2.159) da W¢ = H¢ donde

~ 1 eh
H N A 2 — — o0 - B. 2.1
2m (D —cA) e¢ 2ma (2.163)

Los primeros dos términos dan el Hamiltoniano bien conocido, y el tdltimo término es la energia
de interaccién de un momento magnético (2.151) con un campo magnético. Luego la ecuacién de
Dirac predice el momento magnético del electrén correcto, con gs = 2.

Los otros términos, que despreciamos (véase la leyenda arriba de (2.158)), dan una interaccién
espin-orbita con el factor correcto de la precesion de Thomas de 2.
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Parte 3

El Grupo de Poincaré

Como ya hemos dicho, la ecuacién de Dirac describe particulas con espin %, y la manera como la
derivamos parece garantizarnos esto. Pero para completar la descripcién necesitamos encontrar un
operador de espin S; (i = 1,2,3) con las relaciones de conmutacién correctas

[Si.5;] = €Sk (3.1)
y su cuadrado debe ser un invariante del grupo, i.e. debe conmutar con todos los generadores:

S-S=52=s(s+1), (3.2)

donde s es el espin de la particula. Adicionalmente, el hecho de que hay dos soluciones a las
ecuaciones y*p,u = mu significa que S debe conmutar con y*p,,

[S.7*pu] = 0. (3.3)
La busqueda de S resulta ser particularmente dificil, y no la seguiremos hasta el final pero encon-

traremos lo suficiente para mostrar algunos aspectos peculiares de la naturaleza del espin.
Podemos intentar como primera suposicién

1 1/ o0 0
slsii(g0) »

Este tiene los eigenvalores correctos de para las soluciones de energia positiva y negativa :I:%, y
obedece las relaciones de conmutacién (3.1), pero no obedece (3.3) porque

(2,7 #0.

Esto puede verse directamente trabajando con uno o dos conmutadores, u observando que, si
definimos

o =S (3.5)

luego, en la representacién estandar (2.155),

k
ij _ g
0" = €k 0

0
ok ) = €ijk 2k, (3.6)
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y entonces tenemos

(i) = i€k (ViGhu = VrGiu)-
El operador relativista de espin, no es, entonces, %Z. (Para una particula en reposo, sin embargo,
yp, = EA°, y entonces %E es un buen operador de espin.) ¥ es, por supuesto, la matriz repre-
sentativa de S, asi que concluimos que el operador relativista de espin no es %S. Esto se confirma
por el hecho de que S-S = S? no conmuta con todos los generadores del grupo de Lorentz. Por
ejemplo,

[S%, K] = [S1%, K1 + [S2%, K1) + [S5°, K]
y es facil ver que
(1%, K1) =0,

(S92, K] = —i(S2 K3 4 K353),
[532, K1)i(S3K3 + K3S3),

asi que
[527 Kl] 7& 0.
y por lo tanto

[S% K;] # 0. (3.7)

El espin es una propiedad “cinemaética” de las particulas elementales. La otra propiedad cinematica
obvia que poseen es la masa. Ambas deberian describirse por cantidades invariantes bajo transfor-
maciones relativistas. Ahora, la masa M es dada por

M? = p,P* (3.8)

y P, el operador de momento, no aparece en el analisis del grupo de Lorentz (homogéneo), descrito
anteriormente. Esto es porque P, es el generador de translaciones espacio-temporales

at — 't =gt 4 at (3.9)

las cuales nunca consideramos. Lo que debemos hacer pues juntar estas transformaciones con
las del grupo de Lorentz. Esto da el grupo de Lorentz inhomogéneo, cominmente llamado grupo
de Poincaré. Fue Wigner quien mostré por primera vez un andlisis de este grupo. Lo que él
encontré fue que la masa y el espin efectivamente las dos propiedades que caracterizan a los
sistemas invariantes bajo el grupo de Poincaré, y que el espin también corresponde a un grupo de
simetrfa de rotacién SU(2), pero solo si M? > 0, i.e. si el momento es “del género temporal”. En
el caso M? = 0, el espin deja de ser descrito por SU(2), y esto es, de hecho, el porqué del hecho
de que los estados de polarizacién de una particula sin masa con espin S son S, = £S5 solamente;
por ejemplo, los fotones fisicos no existen en un estado S, = 0, mientras que las particulas masivas
de espin 1 si. En el caso de momento de “género espacial”, M? < 0, el “espin” nuevamente es
diferente, y puede en realidad corresponder a un parametro continuo. Veamos ahora la estructura
del grupo de Poincaré. Si hacemos una translacién a través de una distancia a*, e*, después un
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empuje a un marco que se mueve con velocidad v = tanh ¢, e’?, luego transladamos de regreso
una cantidad —a*, y por ultimo empujamos al revés aplicando una velocidad —v, entonces jcual
es el resultado final? El grado de diferencia del punto inicial es, por supuesto, la medida de la
estructura del grupo. La practica comun es considerar transformaciones infinitesimales (desde las
cuales las finitas pueden ser generadas) y asi

e K bemiPragiKdpiPra — (1 K .¢)(1—iP-a)(1+iK-¢)(1+iP-a)
=1 + [P#,Py]a“a” + 2[P#,KZ'}CL'U’¢1' + [KZ,KJ]QZQS]

Por lo que la estructura del grupo se conoce cuando las relaciones de conmutacién entre los gen-
eradores es conocida. El grupo de Lorentz inhomogéneo tiene diez generadores: tres Ss para
rotaciones, tres K's para empujes y cuatro Ps para translaciones. Las relaciones de conmutacién
entre las Ss y K's ya han sido encontradas (2.68). Serd pues sencillo derivar una expresién para P,,,
y asi calcular el conjunto completo de relaciones de conmutacién entre los generadores del grupo de
Poincaré. (Las relaciones de conmutacién de los generadores de un grupo son llamadas el dlgebra
de Lie del grupo, de manera que (2.68) es el dlgebra de Lie del grupo de Lorentz.) Empecemos
derivando una expresién para S,, que genera rotaciones alrededor del eje z:

7' = 1z cosf+ ysend,
y' = —wsenf + ycosb,
2= =z

El generador S, es definido a través de su accién sobre una funcién f(z,y, z) como

Szf(ﬁ,y,z) — ilimeﬁo f(m/,y/,z'é—f(w,y,z)

= ilimy_o f(x+y07y_w‘37z)_f(xvyvz)i| (310)

)
(0 0
S, =—i (may - y(’?x) . (3.11)
Similarmente
(0 0 [ 0 0
Se = —1 <y82 - Z@y) , o Sy=—1i (Z@x . xaz) , (3.12)
y puede probarse que
[Sz, Syl =14S., y permutaciones ciclicas. (3.13)

Las expresiones (3.11) y (3.12) son las expresiones mecano-cudnticas para los operadores de mo-
mento angular (con el factor f1). La férmula (3.10) puede reescribirse de acuerdo con la siguiente
definicién. El generador correspondiente a un pardmetro a® se define como

, ! : oy’ 9 ., o7 d ot 9
Xo= i(8| 2+8%| 2+ 2+ 2
a A (?,fl 8‘1:0 ox da a=0 oy da a=0 0z da a=0 ot (314)
. O N
iS5 gon (@=1,..,7).
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Esta se refiere a un grupo de transformaciones de r-parametros. Puede comprobarse que, con
a® = 0, esta definicién da S,. Ahora aplicamos la férmula (3.14) a las transformaciones de Lorentz
puras:

/

o =~x+ot), y=y, z=2 t =xt+vz), ~=(1-0%)"12%

De manera andloga a como procedimos en (3.10) encontramos que el generador K, es dado por

0 0
K,=1i|t— — 1
g Z<8x+z8t)’ (38.15)
y similarmente
0 0 0 0
K,=i|t— — K,=i([t— — . 3.16
v Z(8y+y6t)’ Z(az“at) (3.16)
Esto da
(K., K,) = —iS., y permutaciones ciclicas,
Kz, Syl =K., y permutaciones ciclicas, (3.17)
(K4, S =0, etc.,

exactamente como en (2.68). Vemos nuevamente que las transformaciones de Lorentz puras no
forman un subgrupo del grupo de Lorentz, pero las rotaciones si. Las relaciones (3.13) y (3.17)
constituyen el algebra de Lie del grupo de Lorentz, que puede ser escrita de manera unificada
definiendo

Juv(%’/—oa---,?’)—{ o T k= 1.2,), (3.18)

Entonces tenemos

(s Joo) = iU(gupduo — GupJve + Guodvp — GuoJup)- (3.19)

Para obtener el algebra de Lie del grupo de Poincaré debemos tomar en cuenta los generadores de
translaciones

x/’u — xu + alL

que son, por (3.14),

(3.20)

lo que justifica el simbolo P,, los generadores de translaciones son los operadores de energia-
momento. Ahora es directo probar las relaciones de conmutacién

[PAM Pl/] =0, (321)
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[Pus Jpo| = i(gupPo — GuoPp)- (3.22)

La relacién (3.21) muestra que las translaciones en diferentes direcciones conmutan (lo que es
intuitivamente obvio), y (3.21) y(3.22) muestran que tanto S y P conmutan con el hamiltoniano
Py = H, pero K no, asf que no da una cantidad conservada. Las relaciones (3.19), (3.21) y (3.22)
muestran que el algebra de Lie que involucra los diez generadores es efectivamente cerrada (los
operadores en los miembros derechos estdn contenidos en el conjunto), y por lo tanto que las
transformaciones generan un grupo. Una transformacién de Lorentz inhomogénea general (o sea,
que incluye empujes, rotaciones y translaciones) es

' = A* L a¥ + ot (3.23)

La matriz A (una generalizacién de (2.64) para incluir rotaciones) debe conservar la “longitud” de
z: 2"z, = xtz),, por lo que

AN 50 = Gpo (3.24)
o
AF,A7 =6y, (3.25)
asi que la inversa de A es
(A™H" ) = A" (3.26)

Apliquemos ahora una segunda transformacién A a z'*
2" =N (") +a =N A + N et +at (3.27)
Esta es de la forma (3.23), y podemos expresar la operacién del grupo como
{A,a}{A,a} = {AA, Aa +a}. (3.28)

El elemento unidad es por supuesto {1,0}. Veamos ahora el método de Wigner. Este se funda en
el hecho de que, para un estado con momento p*, el efecto de una transformacién de Lorentz es
cambiar p,, pero dejar p*p,, inalterado. En efecto, un estado |p) con

P |p) = p" |p) (3.29)

bajo una transformacién (A, a) se convierte a

U(A,a) [p) = |Ap) (3.30)
P*|Ap) = (Ap)* [Ap) (3.31)

pero por (3.25)
(Ap)* = (Ap)*(Ap), = P*P, = P*. (3.32)
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Por lo que una transformacién de Lorentz deja PP, invariante. Hasta ahora, esto es porque
PHP,, conmuta con todos los generadores del grupo, y entonces es un invariante llamado el primer
invariante de Casimir Cq,

Cy = P*P,. (3.33)

Como consecuencia, todos los estados obtenidos por transformaciones de Lorentz desde un estado
inicial tienen el mismo valor de p?. Ademés, como el signo de p® no cambia con una transformacién
de Lorentz, el conjunto completo de estados que forman bases para representaciones del grupo cae
dentro de seis distintas categorias:

i) p*=m?>0, p°>0,

(i) p*=m?>0, <0,

(iii) p? =0, p° >0,

(iv) p*=0, P’ <0, (3:34)
(v) p*=0,

(vi) p?<0.

La primera y la tercera categorias corresponden a particulas fisicas masivas y sin masa, la quinta es
el vacio, y la sexta debe corresponder a particulas virtuales (que frecuentemente tienen momento
del género espacial).

Habiendo escogido un p* particular, que pertenece a una categoria particular {p*}, una observacién
importante es que el subgrupo del grupo de Poincaré que deja p* invariante, el cual es llamado el
grupito' de p#, tiene la misma estructura para todos los momentos en {p*}. Considérese ahora la
categorfa (i), p?2 = m?. Un p* particular es el del marco de la particula en reposo; denotémoslo

por k#:

k" = (m,0,0,0). (3.35)

[ Cudl sera su grupito? Claramente es el grupo de rotaciones, ya que éste no tendra efecto sobre
Kkt

El grupito para k* es el grupo de rotaciones SU(2). (3.36)

Asi, para un momento del género temporal, saber el efecto de una transformaciéon de Lorentz
arbitraria requiere solo un conocimiento de las representaciones del grupo de rotaciones. Esta es
la conclusién del trabajo de Wigner, y para entenderla méas apropiadamente, vamos a ver algunos
detalles. Considérese p* del género temporal arbitrario. Claramente existe una transformacién de
Lorentz que transforma k* (el marco en reposo anterior) en p*. Lldmese L(p):

Pt =L",(p)k". (3.37)

(En general, L serd un producto R~'BR donde R es una rotacién que lleva a p al eje 2z y B es
un empuje de la forma (2.64.) Denotamos los estados en el espacio de Hilbert |p, o), v |k, 0): o es
un indice de espin. Correspondientemente a (3.37) en el espacio-tiempo, tenemos la relacién en el
espacio de Hilbert

p, o) = U(L(p)) |k, ). (3.38)

LA falta de nomenclatura en espafiol para referirse al concepto matemético que en inglés se designa como “little
group”, se ha traducido directamente y a la vez definido esta palabra.

36



Aqui U(L(p)) es un operador unitario (matriz) que representa a L(p). Ahora considérese una
transformacién de Lorentz arbitraria A,

Pt — " = A", (3.39)

y la correspondiente transformacién unitaria

lp,o) — U(A) [p, o). (3.40)

Necesitamos encontrar U(A) |p, o). Primero usamos (3.38):

UA) [p,o) = UMU(L(p)) [k, o)

luego multiplicamos por lo que es claramente la identidad

U(A) [p, o) = U(L(Ap))U ™ (L(Ap)U (MU (L(p)) |k, o)

después usamos la ley del grupo U~1(A) = U(A™1)

U(A) [p, o) = U(L(Ap))U (L™ (Ap)U (MU (L(p)) |k, o)
y de nuevo otra ley de la forma U(A)U(B)U(C) = U(ABC)

U(A)|p, o) = U(L(Ap))U (L™ (Ap)AL(p)) |k, o) . (3.41)

Ahora L= (Ap)AL(p) es una matriz que, cuando opera sobre k*, da k* otra vez, como L(p) cambia
k a p (ecuacién (3.37)), A cambia p a Ap, y L= (Ap) cambia Ap a k, entonces L~ (Ap)AL(p) es
una rotacién (ver (3.36)), y U(L~!(Ap)AL(p)) es entonces una matriz de la forma exp(iS-6), cuyos
elementos denotamos D,/ (R), con R = L~ (Ap)AL(p), asi que

U(A) |p, o) = U(L(Ap)) ZD” ) [k,0") =Y Doig(R)U(L(Ap)) |k, o) ZDM ) |Ap, '),

(3.42)
donde se ha usado (3.38) en la dltima linea. Concluimos que, para conocer las representaciones del
grupo de Lorentz para un estado del género temporal, solo necesitamos saber las representaciones
del grupo de rotaciones. Por lo que el espin, definido como cualquier caracteristica que los estados
pueden tener y que es afectada por las transformaciones de Lorentz, esta dado por el grupo de
rotaciones, y hemos entonces probado que (3.36) se cumple para todos los momentos de género
temporal. Adviértase qué resultado tan impresionante es este. Al principio, cuando aprendiamos
mecanica cuantica, asumiamos que el espin era un especie de momento angular y por lo tanto
dado por una representacién del grupo de rotaciones, pero si no fuera por el trabajo de Wigner
no tendriamos una explicacion razonable de esta suposicién. Por otra parte, cuando tratamos la
categoria (iii), estados con momento de género temporal, encontramos que esto no es verdad; el
espin ya no es dado por el grupo de rotaciones. Aun tenemos que preguntar: si la masa corresponde
al operador de Casimir (3.33), ;qué operador invariante corresponde al espin? Vimos en (3.7) que
no es S2. Introduzcamos el pseudovector de Pauli-Lubanski W:

1
~€pped VPP (3.43)

Wi =3
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Aqui €,,50 es el simbolo totalmente antisimétrico en cuatro dimensiones. Es claro que W, es
ortogonal a P*:

W, P* =0, (3.44)

de manera que en el marco de reposo de la particula W es de género espacial, W,, = (0, W) con
1 m A
Wi = *§6wpa<]”ppg = *Eﬁjkoﬂk = —mk,

que muestra que W; se reduce esencialmente a Y; en el marco de reposo. Puede mostrarse que el
segundo invariante de Casimir es

Cy =W, WH = —m?s(s +1) (3.45)

donde s es el espin de la particula. El grupo de Poincaré es de rango 2, asi que solo hay dos
invariantes de Casimir, que ya encontramos. Lo que todavia no encontramos, sin embargo, son los
operadores de espin mismos. No pueden ser W;(i = 1,2, 3) porque estos son solo tres componentes
de un 4-vector, y en cualquier caso, W; no tiene las relaciones de conmutacién requeridas de SU(2)
(3.1). Los operadores de espin correctos son mas bien de forma complicada.

Consideremos breve, y finalmente el caso de particulas de género luminico, p?> = 0. Elijamos

k= (k,0,0, k) (3.46)

que corresponde al marco de reposo en el caso de género luminico. Esto describe una particula sin
masa que se mueve a lo largo del eje z. Confiamos en el método del grupito de Wigner nuevamente,
asi que necesitamos saber cudl es la transformacién de Lorentz mas general que deja k* invariante.
Resulta ser una combinacién particular de empujes (con pardmetros u y v) y rotaciones (pardmetros
0y, u, v), y en lugar de U(L~/(Ap)AL(p)) en (3.41) obtenemos

U=1+1i0S;5 + iu(K1 —Sy) +iv(Ka + Sl) =141i0S3 +iuly + ivLs. (3.47)

Los generadores L1, Lo y S3 forman un algebra de Lie

[L1, La] = 0,
(S5, L1] = iLs, (3.48)
[Lg, Sg] =1l.

Esta no es el dlgebra de Lie del grupo de rotaciones SU(2), por el cero en la primera relacién. De
hecho corresponde al grupo de rotaciones (generadas por Ss) y translaciones (generadas por Lq,
L) en el plano (el llamado grupo euclidiano E(2)). El significado fisico de esto no es claro, pero
podemos ver que el “espin” de particulas sin masa no es el de las masivas. Podemos de hecho
aprender algo de esto notando que, ya que m? = 0, y de (3.45) tenemos

W-Wilk)y=0, P-Plk)=0 (3.49)
y de (3.44)

W Plk) =0,

entonces WH# y PH son ortogonales y ambos de género luminico. Esto significa que deben ser
proporcionales,
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(WH — AP [k) = 0, (3.50)

y tenemos el resultado de que el estado de una particula sin masa esta caracterizado por un niimero
A, que es la razén de WH# y P y por tanto tiene dimensiones de momento angular. Este es llamado
helicidad. Si se incluye la paridad, la helicidad toma dos valores, A y —\ para particulas sin masa
(este es un famoso teorema de Weinberg [37]). Lo que parece ser un misterio es porqué A es entero
o semientero.

Esto reproduce lo que sabemos acerca del neutrino de Weyl (asumiendo que el neutrino no tiene
masa) y el fotén. Un neutrino izquierdo sin masa obedece la ecuacién de Weyl y tiene A = f%.
Los fotones pueden tener estados tanto derechos como izquierdos circularmente polarizados, con
A+ 1 (pero no A = 0), que podria aparecer si el fotén fuera masivo.
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Parte 4

Teoria Generalizada para

Particulas de Espin %

4.1 Ecuacion de Dirac Generalizada

En esta seccion investigaremos la influencia de las fases en las ecuaciones de la MCR. Empezaremos
nuevamente con la construccién de la ecuacion de Dirac pero tomando en cuenta una fase arbitraria
en la llamada relacién de Ryder para espinores en reposo. Esta construccién se hace en base a
las propiedades de transformacién de espinores (reglas de Wigner), las cuales se cumplen para
cualquier espin. Con el fin de tener una notaciéon conveniente, procedemos a introducir algunas
definiciones, las cuales de hecho utilizaremos para espin arbitrario. Cuando nos refiramos a un
espin en particular, se aclararda oportunamente.

Como hicimos anteriormente, vamos a restringirnos a transformaciones de Loretz puras (sin
rotaciones). En este caso renombramos las matrices M y N definidas en las ecuaciones (2.73) y
(2.74), de manera que se tiene

0 0
M — Ag(ph —pH) = exp(+S - ¢) = A~ (p" —pH)

0 0 (41)

N — Ap(p «p") = exp(=S - ¢) = Ag~ ' (P —p")
Donde pO": (E,0), p* esta definido en (2.10), S = ). S;e; es un operador vectorial compuesto
de generadores cuya dimensién depende del espin s en cuestién, y Ar (Ar) es la representacién
irreducible (s,0) ((0,s)) del grupo de Lorentz que relaciona los marcos en reposo y en movimiento.
Ahora bien, en Mecédnica Cudntica las funciones de estado que describen un sistema tienen asociada
una arbitrariedad debida a un factor de fase, el cual es anulado al tomar la densidad de probabilidad
asociada con la funcién. Como esta cantidad es la que tiene importancia en la descripcién del
sistema fisico, la fase queda indefinida. En la MCR que es nuestro caso, vamos a atribuir dicha
arbitrariedad en la fase al considerar espinores en un marco en reposo. Entonces podemos escribir
la siguiente relacién (esta generalizacién fue hecha por V. Dvoeglazov en [8], [9] y [10]):

tO

dr(p

¢L(PO”) = e “or(p")

_ 0
) =et"¢r(p*) (relacién de Ryder generalizada) (4.2)
0 :
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Ademis los espinores en un marco en reposo se relacionan con un marco en movimiento a través
de las reglas de Wigner (ver ref.[12])

or(P") = Ar(p —p)or(").  Su(r") = A(p" — o). (4.3)

Introduciendo la relacién de Ryder generalizada tenemos

. 0 0 ‘ 0 0
or(p") = e Ar(p" —p")oL(p"),  oL(p") =e"“AL(p" —p")or(P"). (4.4)
Para que estas relaciones involucren espinores con momento diferente de cero, es mejor expresarlas
de otra forma, observando que un espinor en un marco en reposo puede obtenerse de uno en
movimiento bajo una transformacién Lorentz inversa. Asi, podemos reescribir las expresiones
(4.4) de la siguiente forma (en adelante se omitirdn los argumentos de las A’s por comodidad)

or(p") = € “ApArL "o (p"),  ¢r(p") = e "*ALAr SR(p"). (4.5)

Ahora bien, como nos interesa introducir la operacién paridad necesitamos incluirla en las repre-
sentaciénes del grupo de Lorentz. Esto se logra haciendo la suma directa de las dos representaciones:
(s,0) @ (0,s). Con esto obtenemos una representacion irreducible del grupo de Lorentz extendido
a paridad. Asi pues, nuestra funcién de onda resulta ser un nuevo objeto llamado “biespinor”.
Entonces escribimos las expresiones (4.5) como

(i) =( i )

o0 con matrices

(6 ) () = (et M) ().

Podemos definir la matriz de fase Q = | € 0 e?o‘ , de manera que después de multiplicar por
esta y agrupar elementos en un solo miembro de la igualdad tenemos
—e7'  ApALT! or(P")
B ; =0. 4.7
( ALAR 1 —eta ¢)L (pu) ( )

En el caso particular de espin 1/2 (donde S = %), se obtiene

( —exp(—ia) exp(o - @) ) < Pr(p") > —0 (4.8)

exp(—o - ¢)  exp(ic) oL (p")
Luego de desarrollar en series exp(do - ¢) y agrupar términos podemos escribir:
—e e [cosh ¢ + (o - a)senhd)] or(@*) \ 0 (4.9)
[cosh ¢ — (o - f1)senhg) —e' or(p) ) .

donde f = ¢/ | ¢ |. Ahora, introduciendo las relaciones

cosh¢ = E/m, senh¢ =|p|/m, #H=p/|[p], (4.10)

y multiplicando por m tenemos:
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( —me™ E+o-p ) ( or(p") ) -0
E-o-p —me )\ () )77
o poniendo (

(VP — mQp(pH) =0 (4.11)

En forma explicita esta es

( —m(cos o — isencv) E+o-p ) ( Or(P") ) =0 (4.12)

E—o-p —m/(cos a + isena) oL(p")

que con ayuda de las matrices gamma (2.90) y (2.115), podemos escribir como

(V"D — mcos a + imy°senalih(p*) = 0. (4.13)

Resulta que la ecuacién de Dirac para biespinores de energfa positiva (negativa) se obtiene de aquf
al fijar « = 0 (), y como puede observarse resultan de elecciones particulares de la fase.
Si hacemos ahora a = £7/2 la ecuacién (4.12) se convierte en

(o5, P ) (o) <o (11

que podemos reescribir como

(V'pu £ imy° ) (p*) = 0; (4.15)

escrita en el espacio de las coordenadas (p* — i0") serfa:

(Y0 +m® )i (at) = 0 (4.16)

A primera vista, puesto que la forma de esta ecuacién dindmica es diferente de la de Dirac, esper-
amos que los biespinores tengan una forma diferente y que impliquen tal vez excitaciones fisicas
nuevas. No obstante, en [8] se muestra que ella estd relacionada con la ecuacién original de Dirac
por medio de una transformacién unitaria, de modo que nada deberia cambiar. jPero no es asi!
Esto se debe a que, después de construir una funcion lagrangiana debe ser posible obtener, después
de considerar las ecuaciones de Euler-Lagrange, tanto la ecuacién (4.16) como su adjunta (andloga
a la ecuacién (2.101)). Sin embargo, en la misma referencia se demuestra que esto es imposible de
hacer utilizando solamente las variables 1 y 1, sino que hay que introducir por lo menos otra vari-
able y su correspondiente adjunta, de manera que la nueva funciéon de onda tendria 8 componentes
(en [10] esta funcién ha sido nombrada “dibispinor”). Asf pues, a partir del teorema de Noether
para la funcién lagrangiana modificada y considerando algunas simetrias, se deducen expresiones
diferentes para por ejemplo, el vector de densidad de corriente, y el operador de carga, el tensor de
energia-momento y el tensor de momento angular y el operador de espin. Ademds las propiedades
de las soluciones de la ecuacién (4.15) respecto a la operacién paridad, son diferentes comparando
con las que tienen las soluciones de la ecuaciéon de Dirac.

Otro hecho interesante que cabe mencionar esta relacionado con el anticonmutador de dos fun-
ciones de campo libres a una separacién arbitraria z — ', a tiempos iguales. El resultado incluye la
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funcién de Green par de la ecuacién de Klein-Gordon (resultado (11) de [11]), la cual es diferente
de cero para (x — 2')? < 0, es decir para intervalos del género espacial. Esto implica que observ-
ables “locales”, que se construyen utilizando los operadores de campo y el teorema de Wick, no
conmutan a tiempos iguales. Entonces la teoria implica no-localidad.

Habiendo analizado las implicaciones de la relacién (4.2), procedemos a investigar otra posibil-
idad. Otra posibilidad de relacionar espinores en reposo es a través de una transformacién lineal
arbitraria T, junto con la operacién de conjugacién compleja (ver [9], [10]):

0 0
or(p") = ToL™ (p"). (4.17)

Por otra parte, las matrices de Pauli o; junto con la matriz identidad forman un conjunto completo,
de manera que cualquier matriz puede escribirse en términos de ellas. Ademds por un teorema
matematico, la propiedad de completez se conserva si se multiplica dicho conjunto por una matriz no
singular y podemos expresar a T usando el nuevo conjunto. Para nuestros propositos procedemos
a multiplicar por la matriz o, para que al expandir a T en funcién del conjunto {o3, 020;}, la
expresion (4.17) quede en la forma

0 , 0
Or(p") = i€ O1 0L (p"). (4.18)
Ahora bien, usando el hecho de que ©,/, = —io3, donde O, es el operador de Wigner (que para
cualquier espin satisface ©,80, 7! = —S*), obtenemos
or(p!) = —ie"O1,20r" (p"). (4.19)

Entonces
dr(p") = +ieP AROy o[AL ™ " o1 (p),
or(p") = —ie AL Oy o[ArT T R (P"); (4.20)
y usando la propiedad mencionada del operador de Wigner
dr(P") = +ie"P O, ndr* (),

oL(p") = —ie”O1 90r" (p"). (4.21)

En forma matricial tenemos

dr(P*) i8 0 1012 or"(p") c or(pH)
=e . =5 4.22
Qe o 00 ) L) ) =5 Loy ) O
donde S¢ /o es el operador de conjugacién de carga. Vemos entonces que en el caso de la
relacién (4.17), en lugar de obtener una ecuacién de movimiento se obtiene una condicién de auto-
conjugacién de carga, en la cual cada componente del biespinor satisface solamente la ecuaciéon de
Klein-Gordon.

Adicionalmente y sin entrar en detalles, mencionamos que a partir de la forma maés general de
la relacién de Ryder
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(") = Trér (") + Tabr" ("), (4.23)

puede obtenerse una ecuacién generalizada en la representacién (1/2,0) & (0,1/2):

o
(cﬂnf“ +bOSC g — Q> B(p*) =0, (4.24)

la cual fue obtenida en las referencias citadas.

4.2 Base de Helicidad para espin %

Existen otras ideas aparte de lo tratado en la seccién anterior. En algunos articulos [14, 15, 16, 17]
se ha generalizado la ecuacién de Dirac de diferente forma. Asi mismo se ha generalizado el for-
malismo de Bargmann y Wigner[18]. En base a esto se ha propuesto un conjunto de 12 ecuaciones
para un campo tensorial antisimétrico de segundo rango. Algunas de ellas llevan a transiciones
con rompimiento de paridad. En esta seccion se presenta un estudio de topicos que se relacionan
con los trabajos anteriores [7].

Como es sabido, el operador Ss = o3 /2 ® I no conmuta con el Hamiltoniano de Dirac si el
3-momento no estd alineado con el tercer eje, es decir el eje z (la funcién de campo se expande en
ondas planas):

[H,8s]- = (47" x Vi)s (4.25)

Ademds, Berestetskil, Lifshitz y Pitaevski senialan que [19] “... el momento orbital angular 1y el
espin s de una particula en movimiento no se conservan por separado. Unicamente el momento
angular total j = 1+ s se conserva. Por eso, la componente del espin en cualquier direccién fija
(tomada a lo largo del eje z), tampoco se conserva, y no puede elegirse para enumerar los estados de
polarizacién (espin) de una particula en movimiento.” Lo mismo declaré Novozhilov en su libro [20].

Por otra parte, el operador de helicidad o - p/2 ® Iz, p = p/|p| conmuta con el Hamiltoniano
(mds precisamente, el conmutador es igual a cero cuando actia sobre las soluciones de onda plana
de una particula fermiénica).

A pesar de ello, lo mds comun es el empleo de una base construida con 4-espinores tales que
son eigen-estados del operador Sg,

1 0 1 0
0 1 -1 0 _ 1
— Nt — Nt — —
U%V%—N% 1 ,u%ﬁ%—N_% 0 70%’%—]\7% 1 ,v%ﬁ%—N_% 0 (4.26)
0 1 0 -1

El primer subindice significa el espin, el segundo los estados de polarizacion, y las N son constantes
de normalizacién que aqui eligiremos de manera que se satisfaga (2.137). Estos espinores pueden
obtenerse bajo la transformacién unitaria que convierte las matrices gamma presentadas en la
seccién (2.4) de la representacién estandar a la llamada representacién espinorial (véase ec 2.90).
Continuando, adicionalmente a lo dicho la base de helicidad no ha sido bien estudiada ni es muy
utilizada (véase sin embargo [20, 21, 22]).

Los espinores en la base usual son
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pt+m jJi

ny L pr uy 1 p-+m
uy 1 (p") (BT | P+ m uy _1(p") (B £ 1) i (4.27)
~Pr pr+m
pt+m ja
Y e S IR p—— N IR
2m(E +m) p—m 2m(E +m) i
Dr _er —m

donde p* = E+p., Drl = Pz £ipy. Ellos son los autoestados de paridad con autovalores 1, donde

usamos la matriz vy = como operador de paridad (en [27] puede consultarse el método

1
10
para obtener la matriz de paridad). Centremos ahora nuestra atencién en la base de helicidad. Los
2-eigen-espinores del operador de helicidad

1 —i¢
( cosf  senfe > (4.29)

1
27 P75 senfetie  —cost

pueden parametrizarse de la siguiente forma [23, 24]:

[ cos ge*w/Z B senge’i(z’/2 430
041 = sengetie/2 ) 94 = —cos Setie/2 )7 (4.30)
para los auto-valores +1/2, respectivamente.

Ahora bien, para imponer los requerimientos de la teoria cudntica y la teoria relativista a
una particula cualquiera, basta que su funcién de onda satisfaga una ecuacién de Klein y Gordon
generalizada.! La ecuacién serfa ya entonces una ecuacién de movimiento. En el caso de particulas
de espin 1/2 (i. e., dos grados de libertad), debemos esperar por tanto que ella sea equivalente a
la ecuacién de Dirac que derivamos de forma diferente. Con ¢ = h = 1 y dado que p? = (o - p?)
tenemos?

(E+o-p)(E—0-p)p=m?p. (4.31)
Esta puede interpretarse como un conjunto de dos ecuaciones de primer grado para 2-espinores.

Al mismo tiempo, observamos que estos ultimos pueden elegirse como auto-estados del operador
de helicidad, que de hecho se encuentra en (4.31):3

(E—(o-p)or = (E—p)¢=mxq, (4.32)
(E+(@-p)x1 = (E+p)x =mor, (4.33)
(E—(0-p)o, = (E+p)¢ =mx,, (4.34)
(E+(@-p)xy = (E—p)x =mo,. (4.35)

1El adjetivo se debe a que podemos escribir esta ecuacién para cualquier espin.

2El método presentado a continuacién se debe a van der Waerden y Sakurai [38]. Recientemente ha sido usado
por A. Gersten y V. Dvoeglazov.

3Esto no puede hacerse si elegimos la base (4.26), en cual los 4-espinores son autoestados del operador paridad.
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En otra base que no sea la de helicidad, no podemos obtener relaciones tan simples entre ¢p v Xp-
Cuando los espinores ¢ han sido definidos por la ecuacién (4.30) podemos construir los 4-
espinores correspondientes v y v 4

E+p L(ﬁ
wt) = (e ) = 5 i (s5h0,) = 72 2y, )
1 E:]—pd) m ¢l
w) = 8 (g )= | | e =an (L, > fEiz,
m E+p m - m 7l
(4.41)

donde se ha normalizado a la unidad (41)):°

ax(p")ux (") = v AP )on(p") = =0, (4.42)
ux(p*)un (p*) = 0=0\(p")ur(p") (4.43)
Se puede probar que la matriz
_o_ (01
P=y _<1 0 (4.44)

es buena como operador de paridad tanto en la base de helicidad como en la base original de la
teorfa de Dirac. Es mds, los 4-espinores (4.40,4.41) satisfen la ecuacién de Dirac en la representacién
espinorial de las matrices 7 (véase directamente de (4.31)). Por eso, la funcién transformada bajo
paridad ¥’(¢, —x) = P¥(¢,x) tiene que satisfer la ecuacién siguiente

[in"0;, — m]¥'(t, —x) =0, (4.45)

con 9;, = (0/0t,—V;). Esto es posible solo cuando P IA0P =A% y P714'P = —4i  La matriz
(4.44) cumple con los requerimientos exigidos normalmente. También es posible construir oper-
adores de proyeccién sobre los estados u y v similares a (2.143) y (2.144)

4También se puede intentar construir otro esquema diferente de la teoria de Dirac: los 4-espinores podrian ser
considerados no como autoespinores del operador de helicidad en el espacio de representacién (1/2,0) & (0,1/2),
cf. [15], sino que podrian ser los auto-estados del operador de helicidad quiral, que fue introducida en [2a]. En este
caso, en lugar de las ecuaciones de Dirac las ecuaciones en el espacio de momentos pueden escribirse (cf. [2¢c],[16])

puyUp —ml = 0, (4.36)
YUy —mUy = 0, (4.37)
puY*Vy +mV, = 0, (4.38)
puY*V, —mVy = 0 (4.39)

Las flechas T| se refieren a los estados de helicidad quiral, por ejemplo, u, = % ( Nen )

Lo
5Claro, que no hay dificultades en cambiar la normalizacién a +m, que puede ser més convenlente para el estudio
del limite sin masa.
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_ 't tm

P, = +XA:UA(I))@A(I>) o (4.46)
_ m —pu*
P. = =) wu(p)ualp) = g (4.47)
X m
con las propiedades requeridas Py + P- = 1y P? = Py. Con ellos podemos expandir los 4-

espinores definidos en la base (4.26) como una combinacién lineal de los 4-espinores en la base de
helicidad:

ug (p*) Agxux(p") + Boava(p"), (4.48)
vo(p") = Coxux(p") + Dorva(p"). (4.49)
Multiplicando estas ecuaciones por uy/, Uy y utilizando las condiciones de normalizacién, obten-

emos A,y = Doy = tiptuy, Box = Con = —0aus. Asi que, la matriz de transformacién de la base
usual a la base de helicidad es

(Z:):L’(Zi)’ “:@ ﬁ) (4.50)

en la que ni A ni B son unitarias:

A= (ay+ +ar-)(oua") + (—a—y + a——)(ouat)os, (4.51)
B =(—ait +a;)(oua") + (a—y +a__)(0,a")o3, (4.52)

donde
a® = —icos(f/2)sen(¢/2) € Sm, a'=sen(/2)cos(¢/2) € Re, (4.53)
a® = sen(0/2)sen(¢/2) € Re, a® = cos(0/2)cos(¢/2) € Re, (4.54)

y
_ VE+FmM(EL+p) _ V(E+m)(E-p)

a4+ = 9v/2m y O = 9v/2m ) (4.55)

(E-m)(E+p) V(E —m)(E —p)

a_y = __ = . 4.56

+ 2+/2m ’ 24/2m ( )
Sin embargo, A A+ BB = 1, que lleva a la conclusién de que la matriz de 4 x 4 U es unitaria. Esta
matriz actia a los indices de espin (0,A), no a los indices espinoriales, por lo que la transformacién
también se expresa en la siguiente forma:

= [Aox ® Iap + Box @725 , (4.57)
= [Aa/\ 02y Lxﬁ + Boy ® 72@]11&3 . (458)

Qo Qg
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A continuacién se investigan las propiedades de los 4-espinores en la base de helicidad con
respecto a las operaciones de simetrias discretas P,C y T. Se espera que A — —\ con respecto
a paridad P, como dicen Berestetskil, Lifshitz y Pitaevskii [19].° Para p tenemos p — —p. Esto
implica en un sistema de coordenadas esféricas que los angulos cambian segin § — 7—6, p — 7+
y los 2-autoespinores de helicidad ¢ se transforman a —i¢,;, vease [24]. Entonces,

Pui(-p) = —iu(p),Pvi(—p) = +iv (p), (4.59)
Pul(—p) = —iuT(p) ,Pvl(—p) = +iUT(p) . (4.60)

Concluimos que a nivel clasico (dentro de la Teoria Clasica de Campos), los 4-espinores de helicidad
se transforman a los 4-espinores de helicidad opuesta.
Con respecto a la operacién de conjugacion de carga:

C= (_0@ %) K (4.61)

donde K es la operacion conjugacion compleja, tenemos

Cur(p) = —v(p),Cui(p) = +uy(p), (4.62)
C’ul (p) = +up (p) ,C’vl (p) = —uy (p), (4.63)
gracias a las propiedades del operador de Wigner @qﬁ = —¢, y ©¢] = ¢1. En el caso de la

operaciéon CP (y PC) obtenemos:

CPuy(—p) —PCuq(—p) = +ivi(p), (4.64)
CPu(-p) = —PCu/(-p)= —iv(p), (4.65)
CPvi(-p) = —PCuvi(-p)=+iu(p), (4.66)
CPv(-p) = —PCv(-p)=—iu(p). (4.67)

En el espacio de Fock pueden encontrarse resultados similares.” Para ello definimos el operador de
campo como

>p vm P i
U(at) = / @n) 25 [unaxe P 4 u\bletiPue"] (4.68)
A

Donde se introduce un factor y/m para conservar la normalizacién acostumbrada de campos
fermidnicos. En el sistema de unidades ¢ = A = 1, dichos campos deben tener dimensiones de
[energia)®/?, con objeto de que la accién S = [Ld*r sea adimensional (en concordancia con
h = 1). Se asume que las relaciones de conmutacién son las relaciones estdndar [25, 26, 27, 28]®
(compare con [15, 16])

6De hecho, si x — —x, entonces el vector p — —p, pero el pseudovector S — S, de donde se sigue la declaracién
de arriba.

"Lo que sigue fue hecho en [7].

8Los unicos cambios posibles pueden ser relacionados con formas diferentes de normalizacién de los 4-espinores,
los cuales contribuyen un factor adicional de la funcién §.
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= 2800 (p ~ k)i [ax(p).ax ()], = 0= [a}(p).al (K] . (4.60)

}
)bl )] = 0 = [ba(p)al ()] . (4.70)
)

= 2E5® (p —k)drn [bA<p>,bx<k>1+=0=[bi(prL(k)L. (4.71)

Si uno define Up¥(z*)Up" = 70U (z"), UoW¥(z")U5' = CUT(a#) y el operador anti-unitario de
inversién del tiempo (VpW(z#) V')t = TWH(z#"), entonces es facil obtener las transformaciones
corespondientes de los operadores de creacién y anniquilacién (cf. los libros de texto citados).

UpaAUgl = —ia,A(—p) Upb,\Uglz—ib,)\(—p), (472)
UcarUg't = (=13 y(p) UchryUg' = (=1)2*a_x(-p). (4.73)

Como consecuencia, obtenemos (si el vacio fisico tiene paridades postivas Up|0 >= |0 >, Ux|0 >=
0>)

Upal (p)|0 >= UpalUp'|0 >=ia' , (—p)|0 >=i| — p, -\ >, (4.74)
Upb! (p)|0 >= Upbl U510 >=ib| ,(—p)|0 >=i| — p, —A >~ ; (4.75)

y
Ucal(p)[0 >= UcalUg'|0 >= (—=1)F2L, (p)|0 >= (-1)¥|p,—A >~,  (4.76)

Uchl (p)|0 >= Ucb\ U0 >= (-1)}al, (p)[0 >= (-1)F Ap,-A >+ . (4.77)

Finalmente, para la operacién C' P obtenemos:

UpUcal (p)|0 >= —UcUpal (p)|0 >= (=1)2 Upb! |0 >=

= ()T (=p)|0 >= (~1)F —p, A >, (4.78)
UPUCbK(p”O >= _UC'UPbK(p) = (_1)%7>\UPCLE,\|O >=
= (-1 al(-p)|0 >= (~1)F A —p,—A>T, (4.79)

lo que significa que las operaciones P y C anticonmutan en el caso de la representacién (%, 0)e(0, %),
el cudl es un resultado opuesto al de la teoria basada en 4-espinores, eigen-estados de helicidad
quiral (cf. [16]). Debido a que Vr es un operador anti-unitario, hay que tomar en cuenta que en
este caso los c-numeros se ponen afuera de operacion de conjugacién hermitica sin conjugacién
compleja:

VeAAVE T = (N Vp AV = AVr ATV Y. (4.80)

Tomando en cuenta esta definicién obtenemos:?

e 0
0 ©

9Se escoge T = de manera que se satisfagan las condiciones T~y T =9, T- A T =~; y TT = —-T.
g 0 @
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Nl=

Vra Vit = +i(=1)7 " al(-p), (4.81)
Vb Vit = +i(=1)2 by (—p). (4.82)

Ademas, observamos que la respuesta a la pregunta de si una particula y su antiparticula tienen
paridades iguales u opuestas, depende de un factor de fase segin la siguiente expresion:

Up¥(t,x)Up" = ey’ W(t, —x). (4.83)

De hecho, si repetimos el procedimiento de los libros de texto [28], tenemos:

Up Z/ ir \F ux(p)ax(p)e” " +vA(p)bl (p)e ™) | Upt =

2m)3 2E

3
= e [Z/ ;iwps g ur(=p)ax(—p)e” P +v°vx(—p)b§(—p)e+i”“$“)] =

- lZ/ B 2E (—iu_x(p)ax(—p)e~ """ +z‘w(p)bl(p)6””“mu)] L (489

Multiplicando por uy (p) v vy (p) consecutivamente, y usando las condiciones de normalizacién,
obtenemos

Upa\Up' = —ie"®a_x(—p), (4.85)
UpblUp" = +ie™d! \ (—p). (4.86)

Como se ve, a = 7/2 nos lleva a paridades opuestas de los operadores de creacién y aniquilacién
para particulas y anti-particulas:

UpaUp' = +a_x(—p), (4.87)
UpbaUp* = —b_»(—p). (4.88)

Sin embargo, se conserva una diferencia que se encuentra en el caso de Dirac: A transforma a —A\.
Como conclusién, vemos que la cuestién de paridades relativas intrinsecas iguales (u opuestas) estd
relacionada con el factor de fase en la ecuacién (4.83). En cierto sentido tenemos una situacién
parecida en la construccién del operador de campo para neutrinos (cf. con el factor de fase de
Goldhaber y Kayser).

Finalmente, se procede a buscar la forma explicita del operador de paridad Up. Probaremos
que él conmuta con el Hamiltoniano. Vamos utilizar el método presentado en [28, §10.2-10.3]. Este
estd basado en la prescripcién de que Up = expliaA] exp[iB] con A =3 [ d*plaf, ja_ps+bl b_ps]
y B=3, [ d®p[Ba}, caps + ¥bl,.bps). Utilizando la identidad

eABe A =B+A,B]_ + (A A, B)) + (4.89)
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y [A,BC]_ = [A,B],C — B|A,C]; se puede fijar los pardmetros a, 3,7 de tal manera que se
satisfaga el requerimiento fisico de que las particulas de Dirac tengan paridades opuestas. En
nuestro caso, necesitamos satisfacer (4.72), i.e., el operador tiene que invertir no solo el signo del
momento, sino también el signo de la helicidad. Esto puede hacerse proponiendo un postulado
parecido: Up = e**4 con

. 3
A= zﬁ: / C;T?[c&(p)om(—p) + bl (p)b-r(—P)]. (4.90)

Como puede comprobarse directamente, las equaciones (4.72) se satisfacen si « = /2. Hay que
comparar este operador de paridad con el que fue dado en [27, 28] para el campo de Dirac:'?

UP = exp [Zg/dBPZ (a(p, S)Ta(f)a S) + b(pa S)Tb(f)a 8)7

—a(p,s)la(p,s) +d(p,s)'b(p,s))] , (10.69) del trabajo [28] (4.91)

Verificando directamente se puede llegar a que en el espacio de Fock, nuestro nuevo operador Up
conmuta con el Hamiltoniano:

H= / d*x0% = / d*k > [a] (K)ax (k) — by (k)b (k)] (4.92)
A

[Up,H]_ =0. (4.93)

Por cierto, podemos intentar escoger otros conjuntos ademés de las relaciones de conmutacién [2b,3]
(por ejemplo, considerando un conjunto de estados bi-ortonormales). Hemos probado entonces que

los espinores en la base de helicidad no son eigen-estados de paridad tanto a nivel de teoria clasica
de campos como a nivel de sequnda cuantizacion. Ya que paridad es un nimero cuantico “bueno”,
esto puede tener consecuencias en las interpretaciones fisicas.

Entre las teorias generalizadas podemos mencionar una teoria en la representacién (%, 0) & (0, %),
basada en los 4-autoespinores de helicidad quiral. Ademéds se han descubierto relaciones con la
consideracién de Foldy y Nigam. Las ecuaciones correspondientes fueron tratadas en [16] y otros
articulos. Posteriormente surgieron articulos de Ziino y Barut [14] entre otros, que también tienen
relaciones con las cuestiénes que hemos discutido. Una teoria andloga para la representacién
(1,0) ® (0,1) se construye si definimos los operadores de campo como:

d’p /m ipat i £\ ippa
v, = /(27‘()3ﬁ|:(uTaT+vaT)e Pu +(UTGT+UTbT)e Pu :|, (4.94)

10Greiner utilizé las siguientes relaciones de conmutacién [a(p, s),al (p’, s’)] L= [b(p, s), bt (p’, s’)] L= 83 (p —

p’)dss/. Se debe notar que la forma de Greiner del operador de paridad no es tnica. Itzykson and Zuber [27]
propusieron otra, que difiere del trabajo [28] por varios factores de fase. Para buscar las relaciones entre estas dos
formas de operadores de paridad se debe aplicar una rotacién adicional en el espacio de Fock.
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d3p m —ip,xt ipuat
v = /(27r)3\2/E> {(ulai —yby)e” P 4 (upal — v bl)et e (4.95)

En la siguiente parte del presente trabajo se presentan las algunas de las ideas tratadas en esta
parte de la tesis para el caso de particulas de espin 1.
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Parte 5

Teoria para Particulas de Espin 1

A partir de aqui analizaremos particulas de espin 1. Primero introduciremos en esta seccién
las teorias con las que se ellas se relacionan. Suponemos que los fotones no tienen masa y son
descritos por las ecuaciones de Maxwell, y las particulas masivas de espin 1 (por ejemplo, los
bosones intermediarios W* de la interaccién débil) son descritos por la ecuacién de Proca.

5.1 Las Ecuaciones de Maxwell y Proca

Las ecuaciones de Maxwell describen los campos eléctricos y magnéticos, los cuales son tomados
como entes continuos (a primera vista no tienen nada que ver con particulas). En el tiempo en que
fueron descubiertas, no se tenia cuenta de la MC, mecédnica cuantica, ni de la TER, Teoria Especial
de la Relatividad. Sin embargo resulta que son covariantes bajo transformaciones de Lorentz. Esta
fue una observacién de Einstein y de hecho fue la causa del nacimiento de la TER. En lo que sigue
se busca una notacién que exprese la covarianza explicitamente. Las ecuaciones de Maxwell (en
unidades racionalizadas Heaviside-Lorentz, de manera que €2 /4rhc = a = 1/137) son

(a) divB=0, (b) rotE-+ 88—]? =0,
(¢) divE=p, (d) rotB — %—E =j. (5.1)

(a) nos dice que no hay cargas magnéticas, (b) es la ley de Faraday, que se interpreta general-
mente como que un campo magnético cambiante produce un campo eléctrico. (c) es la ley de
Gauss: la carga eléctrica es fuente de campo eléctrico; (d) es la ley de Ampere con un término
adicional debido a Maxwell: la corriente eléctrica y/o campos eléctricos cambiantes generan cam-
pos magnéticos. Las ecuaciones (a) y (b) son conocidas como las ecuaciones homogéneas, (c) y (d)
como las inhomogéneas. Introduciendo el 4-vector potencial

AP = (¢, A) (5.2)

B=rotA, E= —88—‘:‘ - V¢, (5.3)
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las ecuaciones (a) y (b) quedan automdticmente satisfechas, ya que div(rot)=0 y rot(grad)=0.
Obsérvese que los miembros derechos de la ecuaciones (5.3) son las componentes de un rotacional
4-dimensional, definido por

FH = — Vit = gAY — 9" A", (5.4)
Este tiene componentes (recuérdese que ot = —05)
) . ) A )
FO% =9%A" — 91 A° = (%t + V¢) =—-F£ (5.5)
y
Fii = 0'AT — P A" = —¢F B (5.6)

donde €% = ¢;;1, es el simbolo de Levi-Civita totalmente antisimétrico (2.122). Las ecuaciones
(5.4) y (5.5) pueden escribirse en forma matricial, donde las filas y las columnas corresponden a
los ntimeros 0,1,2,3:

0 -r' —-E* -FE3
El 0 -B3 B?
E? B3 0 —-B!
E* -B? B! 0

Fr = (5.7)

F# es llamado el tensor de campo electromagnético. Bajo transformaciones de Lorentz se trans-
forma como un tensor antisimétrico de segundo rango.

Py AP AY g FOP

Resumiendo: si escribimos los campos eléctricos y magnéticos en términos del tensor F'*¥, entonces
el enunciado de que F*¥ es un rotacional 4-dimensional significa que las primeras dos ecuaciones
de Maxwell (homogéneas) se satisfacen automdticamente.

Consideremos ahora las ecuaciones inhomogéneas. Ambas estdn contenidas en la ecuacién covari-
ante

O FH = jv. (5.8)
con

7 = (p,J)- (5.9)
Si se hace v = 0 da

81F10 + 82F20 + 83F30 =pP,

OBy 0By 0By _
ot Oxy  Ows

que es la componente 1 de (d). Aunque (5.3) especifica los campos eléctrico y magnético en
términos de A y ¢, no lo hace de manera unica, porque bajo una transformacion de calibracion

23

A—A-VE o—o+

(5.10)

o4



que tiene la forma covariante

AF — AF 4+ OHE, (5.11)
donde ¢ es una funcién escalar arbitraria, E y B permanecen sin cambio; lo mismo con F*:
FrY — FRY 4 (QH9Y — 9VOM)E = FMY. (5.12)
Sustituyendo (5.4) en (5.8) vemos que A satisface
0", A” — 0" (0,A") = j¥ (5.13)

Podemos ahora hacer uso de (5.11) y escoger un £ tal que el A* transformado satisfaga la condicién
de calibracion de Lorentz:

0
0 Al = £+V'A:O. (5.14)
Con esta eleccién de calibracién (5.13) es
0%0 A" = j#, (5.15)
la cual enuncia las bien conocidas ecuaciones
0%¢ 9 0?A 9
— — V= — —V°A =] 5.16
52 $=p 5 Js (5.16)

cuyas soluciones dan los potenciales de Liénard-Wiechert (ver [3]). En el vacio, la ecuacién (5.15)
es

00, Al =0, (5.17)

que significa que cuando la naturaleza cuantica del campo electromagnético estd completamente
explotada, parecerfa corresponder a particulas sin masa (que por lo tanto viajan a la velocidad de
la luz)!. Ahora tenemos que presentar las ecuaciones de Maxwell en una forma manifiestamente
covariante. Las ecuaciones homogéneas (a) y (b) estdn resumidas en la ecuacién (5.4). Las ecua-
ciones inhomogéneas (c) y (d) estdn resumidas en (5.8). Ahora mostraremos que hay una forma
hébil de combinar las ecuaciones (5.3) y (5.4), tal que no se necesita hacer referencia al vector
potencial A¥. De (5.4) se sigue que

MY 4 gHFVA L gy FM — (). (5.18)

Definimos ahora el tensor dual F* por

Ty 1 W po

FH = §El P Fpoe (5.19)
donde €#¥P? es el simbolo de Levi-Civita en cuatro dimensiones. Sus elementos son
0 -B!' —-B?2 _p3
B! 0 E3 —E?
B? —E3 0 E!
B* E? —FE! 0

FH = (5.20)

IEsto es compatible con la relacién de Einstein 1.3 para cuando m=0.
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Por la antisimetria de €#*??, se sigue que la ecuacién

9, FH =0 (5.21)

reproduce (5.18); alternativamente (5.20) da las ecuaciones de Maxwell (a) y (b). En conclusién
las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse en la forma compacta

OuFH = jv.  9,F" =0, (5.22)

Las particulas masivas de espin 1 obedecen ecuaciones que generalizan las ecuaciones de Maxwell
(sin fuentes). Son conocidas como las ecuaciones de Proca:

P = gFAY — ¥ Ay 9, F™ + m2AY = 0. (5.23)

Tomando la divergencia de esto tenemos

m?9,A” =0, (5.24)

y como m? # 0, encontramos que 9,A” = 0; la condicién de Lorentz, siempre es valida para
particulas masivas de espin 1, se pierde la libertad de transformaciones de calibraciéon que tenian
las ecuaciones de Maxwell. De hecho, como F*” es un invariante de calibracion, se sigue de
(5.23) que las ecuaciones para particulas masivas de espin 1 no son invariantes de calibracion.
Sustituyendo (5.24) en (5.23) obtenemos

(0%0, +m?)A* =0 (5.25)

asi como

9, A" = 0. (5.26)

La ecuacién (5.25) muestra, como es de esperarse, que tenemos particulas de masa m (es compatible
con E? —p? = m?). La ecuacién (5.26) es una condicién impuesta a las cuatro componentes de A#,
asi que hay solo tres componentes independientes, lo que es apropiado para una particula masiva
de espin 12. Haciendo un recuento general de las ecuaciones de onda tenemos

(0%0y +m?)¢ =0,  (Klein-Gordon)

(iv*0y —m)p =0,  (Dirac)
(0“0, +m?)p = 0,

OuF* =0, (Maxwell)
0“0, A* = 0,

O F" + m?A” =0, (Proca)
(0°0, +m2)A¥ = 0.

Cada componente del campo de espin % y espin 1 satisface una ecuacién de Klein-Gordon
(con m = 0 para el fotén), que es, después de todo, solamente un requerimiento de la relatividad

2De esta manera hemos eliminado la componente correspondiente a espin 0 del 4-potencial, la cual aparece al
construir la representacién (%, %) del grupo de Lorentz.
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(E? —p? = m?) y la teorfa cudntica (E — i%, p — —iV). Por lo tanto las ecuaciones de Dirac,
Maxwell y Proca son de diferente tipo de la ecuacién de Klein-Gordon. Vimos anteriormente que
la ecuacién de Dirac podria derivarse considerando la transfomacién de espinores bajo el grupo
de Lorentz, y puede mostrarse (ver Cap. 5 en [26] y parte 5.3) que las ecuaciones de Maxwell y
Proca pueden obtenerse de la misma manera. Entonces estas ecuaciones para campos de espin
diferente de cero, son simplemente una relacién entre las componentes del espin. La ecuacién de
Klein-Gordon no es de esta naturaleza, ya que solo tenemos una componente.

Una observacién final: en nuestra derivacion de la ecuacién de Dirac, nos basamos en la suposicién
de que las componentes del campo de espin % forman un espacio vectorial lineal, adecuado como
base para construir una representacion del grupo de Lorentz. Esta suposicién, esta fisicamente
muy lejos de ser trivial, porque corresponde a un principio de superposicion y por lo tanto a una
dualidad onda-particula y a la teoria cuantica. En otras palabras, los campos con los que hemos
tratado son campos cuanticos. El decir que debemos someter a estos campos a una “segunda
cuantizacion” (lo que se encuentra frecuentemente en la literatura) es, en este sentido, erréneo.
Es mejor decir que se estudiard mas ampliamente lo que implica que estos campos sean campos
cuanticos, por ejemplo investigando las relaciones de conmutacién que deben mantenerse entre
ellos (amplitudes de estados correspondientes).

5.2 Ecuaciones de Maxwell y Geometria Diferencial

Las ecuaciones de Maxwell (5.22) relacionan tensores antisimétricos y vectores, pero como indican
los indices, lo hacen componente por componente. Comparadas con ecuaciones tales como V - B =
0, esto puede ser considerado como un paso retrégrado; V - B es una notacién méas econémica
que V;B;, a la que es equivalente. Esto nos lleva a preguntar, ;hay una manera de escribir las
ecuaciones de Maxwell en términos del tensor F' y la corriente j, sin hacer referencia explicita a
las componentes? Por el desarrollo de la geometria diferencial, efectivamente hay una manera de
hacerlo, y las ecuaciones de Maxwell toman la elegange forma dF = 0, d*F' = J; jla antisimetria
del tensor de campo F estd automdaticamente incluida! En esta seccién se explicard brevemente
esta notacién. Una reaccién comun de los fisicos a este tipo de desarrollo matemaético es la de
impaciencia. Después de todo, afirman, la ecuaciéon d*F = J tiene que ser transladada a la forma
0 F* = j¥ antes de que pueda tratarse en un sistema de coordenadas particular. Esto puede
ser verdad, pero resulta que el desarrollo de notacién (y esto se ha presentado repetidas veces en
la historia)! ha correspondido a una dependencia en nuestro entendimiento. El punto es que, con
todos los desarrollos en las mateméticas contemporéaneas, se han introducido nuevos conceptos, y
hecho distinciones que en el pasado no habian sido hechas.

Para empezar, considérese el significado de las integrales de linea y superficie ordinarias:

I = [, Fudx+ Fydy+ F.dz = [, Fdr,
(5.27)
Iy = [§(Gedy Ndz+ Gydz Ndx + G.dz Ndy) = [4 G-dS.

I, y I son numeros. I; es la integral de algo sobre una linea C', y I la integral de algo ma&s
sobre un superficie S. Luego, en algin sentido, el “algo” es dual a la “linea”, ya que cuando se
“combinan” (por la integral) el resultado es un ndmero puro. Similarmente, para I, el “algo mas”
es dual a la “superficie”. Sistematizamos esto acunando nuevas palabras; la linea y la superficie
son llamadas cadenas, y los objetos integrados sobre las cadenas son llamados formas diferenciales

lejemplos muy simples de ello son las derivadas, la notacién vectorial, el operador nabla, entre muchos otros.
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o simplemente formas. Asi que las formas son duales a las cadenas. Llamaremos a una linea una
1-cadena, porque tiene una dimension, a una superficie 2-cadena, etc., y denotaremos la cadena
genérica C,, con n dimensiones. Entonces tenemos

Co 0—cadena=punto,

C1 1—cadena=linea,

Cs 2—cadena=drea, (5.28)
Cs 3—cadena=volumen,

Chr n—cadena.

Ahora, la frontera de una n—cadena es una (n — 1)-cadena. La frontera de un 4rea es una linea,
y la de una linea son dos puntos. Definimos un operador de frontera 0 que mapea una C,, a una
Cn—l

C, -5 Chy 0 0C, =Ch_y. (5.29)

Algunas cadenas no tienen fronteras: la superficie de una esfera es una 2-cadena (drea) que no
tiene frontera, y una linea cerrada como una circunferencia es una l-cadena sin fronteras. Tales
cadenas cerradas son llamadas ciclos y denotadas Z,. Como ellas no tienen frontera, es claro que

0Z, = 0. (5.30)

Por otra parte, hay cadenas que son ellas mismas fronteras de cadenas de dimensiones superiores,
y son denotadas B,:

By = 9Chs1. (5.31)

Por ejemplo, una superficie cerrada Bs es la frontera de un volumen, y una linea cerrada B es la
frontera de un drea. Es claro que los B,, mismos no tienen frontera (son cerrados):

0B, = 0. (5.32)

Combinando las tltimas dos ecuaciones tenemos

0? =0. (5.33)

En palabras, “la frontera de una frontera es cero”, o una cadena que es frontera es cerrada.
Una consideracion interesante es si lo contrario es cierto: ;es una cadena cerrada necesariamente
la frontera de otra cadena? En espacios euclidianos la respuesta es afirmativa, de manera que
Zy, = B,. En general, sin embargo, hay cadenas cerradas que no son fronteras, por lo que Z,, D B,,.
Por ejemplo, en un toro, puede haber curvas cerradas que no sean frontera de ninguna parte de
la superficie del toro y puede haber otras curvas que si. Similarmente, si consideramos como
espacio una circunferencia S', ella misma no es frontera de ninguna parte del espacio; no puede
verse como la frontera de un circulo, porque éste, que es bidimensional, no es parte de S, que es
unidimensional. Esto es todo lo que necesitamos saber sobre cadenas.

Veamos ahora las formas. Como se mencioné antes, la integral de una forma sobre una cadena es
un numero. Escribimos

/ Wy, = / fir. i, dxi, Ndxi, A ... A dx;, = ndmero. (5.34)
Ch Ch
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El producto cuna, A, aparece arriba porque la orientacion de una curva o superficie, etc., es
importante. La existencia de integrales implica una dualidad entre formas y cadenas. Una 1-forma
w1 es algo que se integra sobre una linea (1-cadena), asi que en el espacio tridimensional es de la
forma Adx + Bdy + Cdz. Otras formas siguen el mismo patrén, asi que tenemos (en el espacio
tridimensional)

0— forma wy funcién
1— forma w1 Adzx+ Bdy+ Cdz,

2 — forma ws fdx Ady+ gdyAdz+ hdz A dzx, (5.35)
3— forma w3 FdxAdyAdz,
donde
dex Ndy = —dy Ndx, dxANdx=0, ete. (5.36)

Por (5.36), es claro que en un espacio n—dimensional hay n—formas, pero no formas (n + 1) o de
grado superior. Si diferenciamos una n — forma obtendremos algo como una (n + 1)-forma: ob-
tendremos precisamente una (n+ 1)-forma si en la diferenciacién introducimos la antisimetrizacién
anterior. Definimos el llamado operador derivada exterior d:

dwy, = wpi1- (5.37)

Su accién sobre una 1-forma (en el 3-espacio) es

d(Adz + Bdy + Cdz) = Ghdy nde + Gdz Nde + GEde ndy + GPdz N dy + S dae Adz + G dy A dz

= (gffj_f)dx/\dw(a—c——)dy/\dﬂ( 2~ %) dz A de,

(5.38)
La 2-forma
= fdx Ndy + gdy N dz + hdz N\ dx
tiene derivada exterior
of oh
dwy = (8 + 87:0 + 5) dx N dy N dz. (5.39)

En el primer ejemplo, (5.38), las cantidades

oC _9B 04 9C 0B 04
oy 0z 0z Ox’ Ox Oy

son las tres componentes de rotF donde F = A1 + Bj 4+ Ck. En el segundo ejemplo, poniendo
(g, h, f) = W, un vector, la cantldad + e + es divW. Ahora nétese que, en vista de (5.39),
si calculamos la derivada exterior de (5 38), obtenemos cero de manera idéntica; en otras palabras

d[d(Adx + Bdy + Cdz)] = d*(Adx + Bdy + Cdz) =0

0, en general,
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d?=0. (5.40)

En términos de componentes esto es

div rot = 0;
algunas veces d es llamado el operador cofrontera, para enfatizar el hecho de que d? = 0 es
el dual de 9> = 0 (ver ecuacién (5.33); d* = 0 se conoce como el lema de Poincaré. Una

n—forma w,, se llama cerrada si dw,, = 0. Una n—forma se llama exacta si es la derivada de una
(n — 1)—forma, w, = dw,_1. El lema de Poincaré nos dice que todas las formas exactas son cer-
radas, ya que d(dw,_1) = d*w,_1 = 0, pero en general no es cierto que todas las formas cerradas
son exactas, aunque esto se cumple en espacios euclidianos. Nuevamente, esto es por la dualidad
entre cadenas y formas: en espacios euclidianos, todas las cadenas cerradas son fronteras. Resul-
tados bien conocidos se siguen de la férmula de Stokes, que dice que si w es una p—forma, y ¢ una

(p + 1)—cadena, entonces
/ w:/dw. (5.41)
Jc c

Como ejemplo, péngase p = 2. Sea entonces w la 2-forma (en el 3-espacio),

wo = Apdy Ndz + Aydz A dx + A.dz N dy,

y sea C3 un dominio V, con frontera 0V. Entonces la formula de Stokes da

Apdy Ndz + Aydz ANdx + Adx Ndy = / <8Az 04, 8Az> dz ANdy A dz
v

oV 6a:+8y+8z

donde hemos usado (5.39); y esto es

7{ A.dS = /dedV (5.42)
oV

que es el teorema de la divergencia (o teorema de Ostrogradsky-Gauss). Con p = 1 se tiene el
teorema de Stokes

Adl = / divAdS. (5.43)
as s

Hemos visto la relacion entre el operador derivada exterior d y los operadores diferenciales usuales
grad, div y rot. Sin embargo, si las componentes de A (en (5.42)) son los coeficientes de una
2-forma, divA es el coeficiente de la 3-forma que se obtiene al operar la 2-forma con d. En el
lenguaje ordinario de vectores, el operador V convierte un escalar en un vector, y un vector en,
ya sea un escalar (div) o en un vector axial (rot). Hay sin embargo, un operador que no cambia
el caracter escalar o vectorial; este es el laplaciano V2 (en cuatro dimensiones el d’Alambertiano,
0,0" que se denota tambien con un cuadrito). ;Cémo se representa en el lenguaje de las formas?
Como d cambia una p—forma en una (p + 1)—forma, necesitamos combinarlo con otro operador
(6) que cambie una p—forma en una (p — 1)—forma. Para fijar ideas, trabajemos en el espacio
tridimensional. El espacio de 1-formas es pues tridimensional, con base dx, dy y dz. El espacio de
2-formas es también tridimensional; de hecho las bases pueden escribirse como sigue:
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wo - 1,

w1 dx,dy,dz,

ws : de Ndy,dy Ndz,dz A dz,
w3 : dz A dy N dz.

Bases de w), para n =3 (5.44)

obviamente, no hay 4-formas en el espacio 3-dimensional. Es claro que la dimensionalidad del
espacio de p—formas es la misma que la del espacio de (n — p)—formas, asi que podemos definir un
operador que convierte una en otra. Este es conocido como el operador Hodge* (Hodge estrella) o
transformacién dual. En un espacio euclidiano (plano) esta definido por

1

*(dx™ Adax? AL AN da') = mﬁmzH.z‘pipﬂ..‘indxi”“ Adx'v+2 A LA dat. (5.45)

Por lo que en el caso n = 3 tenemos las siguientes bases para *w:

*

wo : dx Ndy N dz,
*wy e dx Ndy,dy AN dz,dz A\ dx,

Bases de *w, paran =3 oy dady, d, (5.46)
*w;), : 1.
Aplicando otra vez el operador * a una p—forma w, tenemos
iy = (1P Py (5.47)
Es claro que mientras que dwy ~ wpt1, d(*wp) ~* wp_1, asi que definimos el operador §:
§ = (—1)mprntl xgx, (5.48)

donde p es el grado de la forma w, sobre la que § es aplicado y n es la dimensién del espacio; 0 se
llama el operador derivada exterior adjunto, y dw es de grado (p — 1).
Como ejemplo, se mostrard que & cambia la 1-forma v-ds en una 0-forma:

§(v-ds) = d(vgdx + vydy + v,dz)
= —*d*(vydx + vydy + v.dz)

—*d(vgdy N dz + vydz A dz + v.dx A dy) (5.49)
= _* (%”; +%+ %U;)da:/\dy/\dz
= —div v.

Es facil ver que, igual que d, el cuadrado de § es cero:
66 = (—1)mprntl(_q)nlp=DEntl = g g — (g2
y en vista de (5.40) tenemos

62 =0. (5.50)

Finalmente, el laplaciano A convierte p—formas a p—formas y se define por

A= (d+6)*=ds+dd. (5.51)
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Después de este largo preambulo, puede ahora mostrarse cémo pueden ponerse las ecuaciones de
Maxwell en una forma geométrica (o “intrinseca”). El espacio en el que se trabaja es, por supuesto,
el espacio-tiempo de Minkowski de 4 dimensiones. Al bajar los indices del tensor de campo F'*
en (5.7), obtenemos

FOlem, F02:Ey, F03:EZ,

5.52
Fiy=-B,, F31=-By,, Fy3=-B,. (5:52)
Luego definimos la 2-forma de Faraday F por
F = —%Fwda:” A dx”
= (Eydx + Eydy + E.dz) N dt (5.53)
+B.dx N\ dy + Bydy A dz + Bydz A dx.
La forma dual (que es también una 2-forma) *F es (ver (5.45))
*Foo= —%F:V(dm“ A dz?)
= —FE,dy Ndz — Eydz Ndx — E.dx N dy (5.54)
= +(Bgdx + Bydy + B,dz) A dt.
Las componentes de *F' en la base dz* A dx¥ son _%ﬁ/w como se ve en (5.20)
1~
*F = —EFw,dx“ Adz”. (5.55)
Finalmente, definimos la 3-forma densidad de corriente J:
J = (Jedy Ndz + jydz ANdx + j.dz A dy) Adt — pdz Ady A dz. (5.56)
Se llega entonces a que las ecuaciones de Maxwell son
dFF =0, d'F=J. (5.57)
Esto puede verse poniendo F' = —%F wdx? A dx¥ y observando que dF = 0 implica la ecuacién

(5.18), que es equivalente a las dos ecuaciones de Maxwell homogéneas. Alternativamente, usando
la ecuacién (5.53), encontramos explicitamente

oE,
ox

dF = 3£Idy/\dx/\dt+%dz/\dm/\dt+ de Ady A dt + ...

+%8=dz Ada Ndy + 2B=dt Adx Ady + ... (5.58)

t

_ (9E, _ 9E, + 0B,
- Ox Oy ot

luego, dF' = 0 implica las dos ecuaciones

) dz Ady Adt + ... + (divB)dz A dy A dz.

rotE + 82 =0; divB=0,
ot
que son las ecuaciones de Maxwell homogéneas. Manipulaciones similares muestran que d*F = J
da las ecuaciones inhomogéneas.
En el espacio euclidiano (que, para nuestros propositos puede extenderse al espacio de Minkowski),
lo opuesto al lema de Poincaré es: todas las formas cerradas son exactas, asi que si dF = 0,
entonces hay una 1-forma tal que
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F = dA. (5.59)

La 1-forma A serd, en una base de coordenadas,

A= A,da" (5.60)

y se sigue inmediatamente que la ecuacién (5.59) es equivalente a F,, = 0,4, — 0, A,, como en
(5.4). La 1-forma A tiene un significado geométrico més amplio; es la forma de coneccion que
es usada para definir derivadas covariantes. Sin embargo, si adoptamos el punto de vista de que
el electromagnetismo da una derivada covariante, y por lo tanto una 1-forma de coneccién A,
entonces F' = dA se conoce como la 2-forma de “curvatura”, y la identidad dF = 0 se conoce como
la identidad de Bianchs.

5.3 Fases en la Ecuacién de Weinberg

La posibilidad de elegir fases diferentes en la relaciéon de Ryder generalizada (4.2) y una base
de helicidad, para posteriormente encontrar las diferencias respecto de las teorias convencionales,
como se ha hecho en las secciones anteriores, no esta restringida al caso de espin % Asi pues, en
esta seccion se muestran razonamientos andlogos para el caso de particulas de espin 1.

De igual manera a como obtuvimos la ecuacién de Dirac (s = %) partiendo de la forma en como
se transforman los espinores (reglas de Wigner), podemos construir una ecuacién de movimiento
para cuando s = 1. Entonces en las ecuaciones (4.1) S es el generador de las representaciones
(1,0) y (0,1) respectivamente y en este caso tiene la caracteristica de que (S-¢)? # ¢?. Asf,
expandiendo en series Ap j, y agrupando términos tenemos

exp(£S-¢) =1+ (S- ta et + o+t (5.61)

¢* ¢t ¢ . 9> ¢
0)’ o 6! +8-01¢ 31 " Bl
exp(£S - ¢) =1+ (S -h)%(coshp — 1) £ (S - fi)senhe
sustituyendo las relaciones (4.10) obtenemos

S'p__(S-p)?° _,_Sp_ _(Sp?
m  m(E+m)’ Ar=1- mo m(E +m) (5:62)

Ap=1+

de manera que

— 2F 2 _ 2F 2
And = (14226 )+ 2w Aude = 1 25 )4 5 02 )

y entonces la ecuacién (4.7) que ahora esta en la representacién (1,0) & (0, 1), se convierte en
P Yo' 2(5 P
2F ‘ 2(S-p)? mt (8 P) + ( or(p") ) =0 (5.64)
—23(S-p)+ =55 —et ér(pH)
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La nueva funcién de estado definida en esta representacién se llama “bivector” y tiene seis compo-
nentes.
Multiplicando por m?

—m?e " m2 +2E(S-p)+2(S-p)? or(") \
( m?—2E(S-p) +2(S - p)? _m2eia > ( ¢f(p“) > =0 (5.65)

Ahora definimos unas nuevas matrices gamma de la siguiente manera [13]

0 1 ; ; 0 -
00 _ 3x3 0 _ 00 _ _
'Y - ( 13><3 0 ) ) ’7 - 7 - ( Sz 0 ) ’

i 0 —0;j + SiS; + 5;5;
ij ij TG T O )
L ( —0ij + SiS; + 5;Si 0 > ’ (5.66)

y una matriz de fase de 6 x 6 andloga a la del caso de espin 1/2:

e~ 0
oo (50, s

Entonces podemos reescribir la ecuacién (5.65) como

(Y pupy — M Lex6) ¥ () (p") = 0. (5.68)

Esta es la ecuacién generalizada andloga a (4.13) para espin 1. Igual que como vimos para el caso
de espin 1/2 en la parte anterior, la presencia de la matriz de fase Q puede determinar nuevas
ecuaciones de movimiento y las peculiaridades correspondientes merecen ser estudiadas a fondo.
Cuando en (5.68) la fase se fija de tal manera que 2 se reduce a la identidad, y se escribe en el
espacio de las coordenadas (haciendo p* — i0*), se llega a la ecuacién que obedecen las particulas
masivas de espin 1, que fue obtenida por Weinberg [37]:

(Y90, + m*)¥(zH) = 0. (5.69)

Por otra parte, es interesante observar que en base a la Electrodindmica Clasica se pueden
obtener unas ecuaciones de transformacion de bivectores compuestos de los campos eléctricos y
magnéticos bajo empujes de Lorentz [3]

2

r Y
E = 7(E+ﬁxB)—7+15(ﬁ-E) (5.70)
2
B = 4(B-§xE)- A5 B) (5.71)

donde y=1/4/1— “C’—i esta relacionado con (2.63)3. En términos de las componentes tenemos

3No debe confundirse esta gamma con las matrices “gamma”.
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2
E; Y(E; + €ijuBiBr) — #@‘@E]‘ (5.72)

2
Y
B = ~(Bi—€inBiEr) — po LR (5.73)
Introducimos ahora una representacién particular de las matrices S: (S;)jx = —i€;jk, €s decir?
0 0 0 0 0 i 0 —i 0
Si=10 0 —i Sy = 0 0 O S3 = i 0 0 (5.74)
0 7 0 - 0 0 0 0 O

Gracias a la relacidn €;jx€imr = 0;10jm — 6im0j1, se cumple la siguiente igualdad para un vector
arbitrario a:

(S . a)?j = 3251‘]‘ — G;G; (575)

Con ayuda de las matrices S podemos escribir (5.73) como

2
B} = (B + i) Bi) — ——[6%6;; — (S~ B)L1E;

T+1 v
2
B} =(Bi — ()i B) = 180 — (S B)1B) (5.76)
(6]
2
B ={y - 518 (S 9 NE-ir(S 5)B
2
B'= {7~ 1~ (S5 IB +ir(S DB (5.77)

en forma matricial:

A e CRE N B (CR) B

Si introducimos la matriz unitaria U = % < 1 _z ) que satisface UTU = 1, y multiplicando por

ella la ecuacién (5.78) tenemos

N R RN —in(S- ) (B
U(B/) U( iv(S - fB) _7121[62_(8',6)2}>UU(B)7 (5.79)

que se reduce a

4Estas son los mismos generadores que en la ec. (4.1). Otras representaciones pueden obtenerse por transfor-
macién unitaria.
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(E’+iB’) 1—4(S-B) + 27(S- ) 0 (E—H'B)
E —-iB |~ 0 1+4(S-8) + 72(5.5)2 E-iB /°

571
(5.80)
Ahora bien, al diferenciar la ecuacién E? — p? = m? obtenemos 2EdE —2p -dp = 0 6 g—g =

£ = v = f3; también postulamos vy = %, donde m esta relacionado no con el fotén, sino con una

particula con la que asociamos un sistema de referencia. Asi:

. (S-p) (s-p)? )
(E;“B:):(l_erm(E*m) s )0 (Spy? )(E“B) (5.81)
E —iB 0 1+ mp + m(El-)i-m) E —-iB

Nétese que hemos partido de las ecuaciones de transformacién de los campos, los cuales no in-
volucran ninguna masa y en principio deberian describir particulas sin masa. Esto concuerda con
nuestro concepto actual del fotén y la idea de que el campo electromagnético no tiene masa. Sin
embargo nos encontramos con que al introducir un pardmetro de masa en la ecuacién (5.81) se
puede hacer coincidir los elementos diagonales de la matriz con las relaciones de transformacién
(5.62)), es decir como si hubiéramos considerado particulas masivas desde el principio. Hay que
mencionar también que no estd bien claro que significa empujar (en el sentido de transformaciones
de Lorentz) un fotén sin masa, ya que este debe tener la misma velocidad en todos los sistemas de
referencia. Este es un ejemplo que ilustra que a veces hay que distinguir entre transformaciones
de Lorentz activas y pasivas.

5.4 Base de Helicidad para Espin 1.

En una seccién anterior (4.2) vimos las consecuencias que resultan de la eleccién de la base de
helicidad. Para ello construimos la ecuacién de movimiento de las particulas en la representacién
correspondiente partiendo de la ecuacién de dispersién (1.3), que esta ligada con la ecuacién de
Klein y Gordon. En esta ocasién procederemos de manera analoga para el caso de espin 1.

En lo que sigue usamos resultados de los articulos ([36], [35]). La ecuacién de dispersién para
una componente de un bivector, o sea un 3-“espinor” es (h =c=1)

(E? — pP)ifs) = m*Ps), (5.82)

que recordando la propiedad (5.75) reescribimos como

(E -S- p)(E +S- p)ij’(/Jj — pipﬂbj = mzwi. (583)

Expresada en el espacio de las coordenadas, esta es de segundo orden en la derivada de t, lo
que impide interpretarla en términos de un operador hamiltoniano. No obstante, similarmente a
como hicimos en el caso de espin 1/2 podemos interpretarla como un conjunto de ecuaciones para
3-vectores (ver seccién 4.2) para convertirlas en ecuaciones de primer orden. Desde un punto de
vista fisico esto es algo deseable puesto que queremos que nuestras funciones de estado satisfagan la
ecuacién de Schrodinger (1.4), que es de primer orden y permite encontrar la energfa considerando
el problema de eigen-valores y eigen-funciones.
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Introducimos pues las siguientes notaciones

(E+S-p)t =mé (5.84)
p'r'y = p(p- ) = mpe, (5.85)
entonces (5.83) se escribe
m(E—S- p)g— mpp = m2y. (5.86)
Insertando las propiedades
(S-p)7y? =(Vxu), ppy)=-[V(V-9), (5.87)

y definiendo 1; = E — iB (que podemos pensar como la parte del bivector andloga de ¢r,, “compo-
nente izquierda” del biespinor), obtenemos separando las partes real e imaginaria de las expresiones
(5.84) y (5.85)

VxB—%—]?:—me(g), VXE—I—%—]?:m-Re(g), (5.88)

V-B = —m-Re(p)+const,, V- -E=—m-Im(p)+ const, (5.89)

respectivamente. Ademds después de fijar ¢ = im¢o y E = imA, donde ¢ y A son los mismos
que los definidos en la parte (5.1), jobtenemos las ecuaciones de Proca (5.23)! Para verificarlo
sustituimos en la ecuacién (5.86). Esto arroja por resultado —% —V¢p=EyVxA=B, que
son equivalentes a F* = gF AY — 0¥ A*, la segunda ecuacién de Proca.

Si tomamos el complejo conjugado de las ecuaciones (5.84), (5.85) y definimos ahora ¥ = E+iB
(parte del bivector andloga de ¢ para el biespinor), tenemos

(E—S-p)Xx=-mé o (E—S-p)(E+iB)=—im?A, (5.90)
PP =pp-X)=-mpy o plp-(E+iB)]=—-im’pg, (5.91)
(E+S'p)gf py = —mx o (FE+S-p)A —po=1i(E+iB), (5.92)

Con una definicién apropiada de matrices, es posible escribir estas ecuaciones y sus contrapartes
conjugadas como una sola ecuacion matricial que, segin nuestras consideraciones debe describir
particulas de espin 1 (ver [2]).

0 0 0 0 0 0 —-F ip. —ipy P X1 X1
0 0 0 0 0 0 —ip, —FE ipx py X2 X2
0 0 0 00 0 1wy, —ip. —FE p; X3 X3
0 0 0 000 E ip, —ipy —DPa V1 V1
0 0 0 0 0 0 —ip, E  ipy, -— 9 9
0 0 0 000 mo—m B o ||mlEmu s B
~-E —ip, dp, 0 0 0 0 0 0 0 3] &
ip. —E —ip, 0 0 0 O 0 0 0 & &
—ip, dp. —E 0 0 0 0 0 0 0 &3 &3
—Pz —Py —p. 0 0 0 O 0 0 0 @ @



en forma simbdlica podemos escribir

03x3 03x3 —(E+S-p)3xz  P3ax1
03x3 O3x3 (E—S-p)3xz —P3xi | = -
= =mz, 5.94
—(E —S-p)3xs 03x3 03x3 03x1 (5:94)
—P1x3 01x3 O1x3 0

donde E = (¥, 1/7, {, ) es una funcién de campo en columna de diez componentes. Esta ecuacién es
de primer orden y se conoce como ecuacién de Duffin-Kemmer-Petiau [2]. Observamos que para
la ecuacién de primer orden en la representacién de espin 1 no es suficiente tomar un bivector,
sino que es necesario considerar también el 4-vector potencial.’ Al construir la ecuacién (5.93)
hemos utilizado las expresiones (5.86) y (5.90-5.92) y a primera vista pareceria que omitimos
las expresiones (5.84, 5.85). Sin embargo, puesto que ¢ y 5 son puramente imaginarios, nuestra
ecuacion incluye en realidad todos los casos. Si la escribimos usando ahora las expresiones (5.84-
5.86) vy (5.90) tenemos

(E+S-p)3x3 03x3 03x1 —M3x3 "
03x3 (E—=S-p)sxz  03x1 mM3x3 X1 o (5.95)
P1x3 O1x3 —Mmix1 O1x3 ® ’ ’
—M3x3 O3x3 —P3x1  (F—S-p)axs £

A veces es mas conveniente escribir esta ecuacion en términos de los campos eléctricos y magnéticos
por separado. Para esto multiplicamos por una matriz unitaria

Isxz  1zxs  Osx1 O3x3
1 [ d3x3 —izx3 O3x1  O3xs (5.96)

V2 | 01xs Oixs V21x1 O1xs
03x3  O3x3z  O3x1 V23x3

Entonces tenemos

E3y3 —i(S-p)sxs  Osx1 033 E
i(S - P)sxs E3x3 O3x1 —iv/2msg B
1 _i _ 0 . , (5.97)
/2 P1x3 V2P1x3 mixi 1x3 imeo
—%m3x3 5M3x3 —p3x1 (F—S-p)ixs imA

donde p1x3 = (pz, Py, P-) €s una matriz fila y p3x1 es la misma matriz pero en columna.

Ahora bien, al tomar en cuenta las ecuaciones de Proca (5.23) y aplicando la defincién B =
eijkﬁjAk y las propiedades del tensor de Levi-Civita, podemos obtener la ecuaciéon deducida por
Tucker y Hammer [39]:

E? — p? — 2m2 E? —p?+2E(S-p)+2(S-p)? X\ _p (5.98)
E2—p2—2E(S'p)+2(S'P)2 E2_p2_2m2 1/) ) .

que en forma covariante es

(Y pupy + p"pp — 2m*) Vg (p*) = 0.

5Serfa interesante investigar que sucede al tomar una base de helicidad con esta ecuacién. Sin embargo esto no
se hard aqui y en cambio procederemos a trabajar con la ecuacién de Weinberg-Tucker-Hammer, que es de segundo
orden.
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En el espacio de las coordenadas se escribe

(v 9,0, + "0, + 2m>) ¥ (a*) = 0, (5.99)

oL P

bivector, pero en cambio es de segundo orden.

con ¥ = ( On ) = ( X ) En esta ecuacién la funcién de estado sobre la que se actia es un

Si imponemos la condicién 9,,0, — —m? recuperamos la ecuacién de Weinberg 6 en el espacio

de los momentos y con fase a = 0 (ecuacién (5.69)):

(X =( , me . mQ+2E(S_'10)2+2(S~10)2 X\ o (5.100)
(w) (m 2E(S-p) +2(S-p) m ><¢>

Por comprobacién directa de las relaciones de dispersién (haciendo detI’ = 0), obtenemos E? —p? =
—m?2, lo que significa que la ecuacién de Weinberg jpermite soluciones taquiénicas!

Haciendo un recuento, hemos llegado a la conclusién de que las ecuaciones de Duffin-Kemmer-
Petiau, Proca, Weinberg, Tucker-Hammer y Maxwell estan relacionadas, y jtodas se obtienen de
la ecuacién de dispersién relativista correcta, E? — p? = m?!

Al interpretar la ecuacién (5.98) como un conjunto de ecuaciones para componentes del bivector
en la base de helicidad, nos conduce a (p =| p |):

(B? =p*+2Bp+2p°)ypy = (2m* — (E* = p*))xy,
(B =p® =2Bp+2p°)x1 = (2m® = (E® =p*))yy, (h=1) (5.101)

(E® —p* —2Bp+2p°)y; = (2m® — (E* —p*)x,
(E* =p* +2BEp+2p°)x; = (2m® —(E® = p*))¢y, (h=-1) (5.102)

(B =p* )y~ = (2m* — (E* —p")x—,
(B? =p*)x— = (@m*— (B> =p*))Y~, (h=0). (5.103)

donde los 3-espinores en la base de helicidad son (véase [23]):
A AP Rl W P B U A
3 ¢ vz © 2 e

y satisfacen la condicién de normalizacién xTy = 1.

Tomando en cuenta (5.101-5.103), podemos escribir los bivectores up | —, = (iT’l’ﬂ) de la
b=

siguiente manera

X1 X— X1
urp = Ny ( 2m® — (E°—p?) ) ;U = N_, (2m2—(E2—P2) ) ;UL =N ( 2m?— (B2 —p?)
BT p2r2Eptapz X1 Ez—pz  X— szgipg;;i

6Hoy en dia no estd bien clara esta posibilidad por la razén de que las ecuaciones de Tucker-Hammer y la ecuacién
de Weinberg tienen soluciones con diferentes relaciones de dispersién (véase [40]).
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Isxs  Osxs
O3x3  —lsxs
_ E2 2 bi

= p~, nuestros bivectores son entonces

introduciendo @y = ufy%, vy = v°uy (donde 7° = ( )), normalizando a la unidad e

imponiendo la condicién m?

1 E+pXT > 1 ( Y > 1 ( LXL >
u — % , UL — = - , U = E+p s 5.106
1,7 \/5 < E+pXT 1, \/5 X 1,] \/5 E,—,thl ( )

(g )= (0 )= (2

_ T _ X— _ E+le

V11 = —(= m U1, = —= , U1, = —= . (5107)
T2 ( —Fip X1 V2 \ —x- PR\ By

Bajo las operaciones de simetria discreta ellos tienen el comportamiento siguiente:

1. Paridad (p — —p, 8 — 7 — 6,  — 7+ ¢). Los 3-“espinores” se transforman como x, —

—X_n, y el operador paridad es P = 7%, el analogo del que se utiliz para espin 1/2 (ver
(4.44)). Entonces

Puy i (=p) = —u1,1(p), Pur~(=p) = —u1,~(p), Pui(-p)=—uis(p),  (5.108)
Puyp(=p) = Fv1,1(p), Pv1~(=p) = +v1~(p), Pvii(=p)=+v11(p); (5.109)
2. Conjugacion de Carga
C =e™ (_09 %) K (5.110)
0 0 1
(similar a (4.61)) con © = 0 —1 0 |, dedonde ©Oxt = x|, Ox] = X1, Ox— = —X—-
1 0 O

Entonces tenemos

Cuy1(p) = +€" vy, (p), Cu1—(p) = —€“v1,~(p), Cuy, (p)=+evi(p), (5.111)
Cv11(p) = —€"“u1, | (p), Cuv1,—(p) = +€*u1,~(p), Cv1 (p)=—cui;(p); (5.112)
Finalmente,

3. Operacién CP y PC:

CPuy 1(—p) = —PCuy 1(—p) = —e“ vy 1(p), (5.113)
CPuvy 1(—p) = —PCvy 1(—p) = —€"u1 1(p), (5.114)
CPuy, (—p) = —PCuy, | (—p) = —¢"“v1,1(p), (5.115)
CPuy, (-p) = —PCuv1,(-p) = _eiaul,i(p)a (5.116)
CPu; . (—p) = —PCuy . (—p) = +e"*v; _.(p), (5.117)
CPv; _,(—p) = —PCv; . (—p) = +e"“u; _.(p). (5.118)
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Encontramos entonces que dentro del marco de la teoria clasica de campos, las particulas y anti-
particulas tienen diferentes propiedades con respecto a la paridad como de costumbre, pero los
bivectores no son eigen-estados del operador paridad. No obstante, el comportamiento bajo CP
de particulas y anti-particulas son los mismos de acuerdo con (5.113-5.118). Esto difiere con el
caso de los biespinores de Dirac (por ejemplo Cu; = +iv), Cvy = —iuy) y los bivectores de
Weinberg-Ahluwalia [32].

Estos resultados pueden tener importancia al momento de trabajar con un operador de campo
que sea contruido de estados CP-conjugados.

3
s Z/ g [P0 s )y (e

Sin embargo para poder llegar a esta conclusion de manera més definitiva debemos repetir los
calculos en el espacio de Fock, es decir dentro del marco de la “segunda cuantizacién” como
hicimos en la parte 4 para el caso de espin 1/2.
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Parte 6

Conclusiones

De acuerdo con lo tratado en esta tesis, podemos sintetizar las siguientes conclusiones e inferencias:

La ecuacién de Dirac que originalmente se ha deducido por diferentes métodos (como el
método de escribir una ecuaciéon hamiltoniana, partiendo de la relaciéon de dispersiéon de Ein-
stein), puede derivar también en base a las reglas de Wigner de transformacién de espinores
y la relacién de Ryder.

Generalizando la relacién de Ryder (introduciendo una fase arbitraria entre las componentes
izquierda y derecha en reposo) se obtiene una ecuacién de movimiento mds general para
la representacién (3,0) @ (0, 3). Si se consideran los anticonmutadores de las funciones de
campo correspondientes, tenemos que estos son diferentes de cero para intervalos del género
espacial a tiempos iguales. Esto nos lleva a la conclusién de que la teoria generalizada es

no-local.

En el caso fases o = &3 se tiene una dinamica diferente. El lagrangiano contiene dos

funciones biespinoriales, lo que podria servir para explicar el problema del isoespin débil.

Los resultados fisicos también dependen de la eleccién de la base de espin (lo cual es muy
sorprendente, ya que las bases de espin estan relacionadas a través de transformaciones
unitarias)

Los biespinores uq()y, vy()) para esin 1/2 no son eigen-biespinores del operador paridad
(recuérdese que paridad es un ntdmero cudntico “bueno”; conmuta con el hamiltoniano). Esto
se probd tanto a nivel de la teoria clasica de campos como a nivel de segunda cuantizacién
(espacio de Fock).

La relacién de Ryder generalizada es valida también en otras representaciones, por ejemplo
(1,0) ® (0,1). Usando la fase arbitraria encontramos la ecuacién correspondiente para espin
1 en la seccién (5.3).

Las ecuaciones de Weinberg, Tucker-Hammer y Proca pueden deducirse partiendo de las
ecuaciones de Duffin-Kemmer-Petiau, que a su vez se obtiene de la relacién de dispersion
relativista para una funcién de 3 componentes.
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e Las expresiones de transformacién de Lorentz de los campos eléctricos y magnéticos que se
obtienen en la electrodindmica cldsica, son las mismas que las de los 3-vectores que conforman
el bivector de la ecuacién de Weinberg con masa.

e Una consideracién de las propiedades de los biespinores y bivectores respecto a las operaciones
P, C, CP, pueden llevar a un mejor entendimiento de los campos cudnticos que se construyen
de estados conjugados P, C y CP (tales como electrén, positrén, neutrino, fotén, bosénes-W=,
bosén-Z).

En trabajos futuros intentaremos dar una base mads sélida a nuestros resultados, considerando la
“segunda cuantizacion” para el espin 1 en el espacio de Fock, tomando en cuenta tanto modos
transversales como longitudinales de campos de tipo electromagnético, tomando en cuenta los
problemas de normalizaciéon y relacionando nuestros resultados con los modelos acostumbrados
(teorfa electrodébil y cromodindmica cudntica).
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